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中文摘要

随着集成电路工业的发展，低维电子元件的几何尺寸已与电子平均自由程

的量级相当，边界散射对电子输运的影响不可忽略；近期实验还发现，石墨烯等

二维材料在低温条件下，其电子之间的相互作用显著增强，电子流体将具有水动

力学的粘性特征。在粘性相区内，材料电导率将显著增强并突破弹道电导极限，

为热电材料的发展提供了新的契机；同时在外加磁场影响下，流向电阻率会显

著降低并在展向上呈现出 Hall粘性，由此有望实现低维电子的整流输运。由于
低温微纳尺度低维电子的输运机制与电子­声子散射主导的常温体材料输运存在
巨大差异，因此对于其中水动力学输运机理的研究兼具重要的理论与应用价值。

本文基于介观尺度的二维电子玻尔兹曼方程，发展建立了介观的离散坐标

数值算法和低温扩散相区的宏观电子水动力学模型，细致研究了微纳尺度低维

材料中弹道­扩散效应和磁阻效应两类典型的水动力学现象背后的输运机理，为
后续的理论工作以及工业应用奠定了基础。本文的主要成果与结论如下：

（1）发展了数值求解二维电子玻尔兹曼方程的离散坐标法，它直接对介观方
程进行数值离散，能够精确地捕捉强非平衡的弹道效应以及中等强度外场的磁

阻效应，这是介观理论方法所无法实现的。本文算法的数值格式具有较好的稳

定性，且计算过程能够更为真实地模拟实际的实验条件。在数值验证的基础上，

通过对弹道­ 扩散效应以及磁阻效应的模拟，分析了边界散射、电子粘性和外加
磁场对电子输运行为的影响，并基于介观散射的物理图像讨论了其输运机理。

（2）采用升尺度方法得到了低温扩散相区内的宏观流体力学方程，该方程
具有形式简洁、物理意义清晰的优势，与介观方法相比求解效率更高。本文弥

补了前人研究中对各类散射机制考虑不完整、方程适用条件不清晰等问题，并

提出了双弛豫近似的拟平衡分布的概念，为介观升尺度提供了新的方法和思路。

基于宏观方程的讨论，归纳得到了电子流体的弛豫效应、Hall粘性效应、非平衡
效应以及非局域效应等四类典型效应。最后通过二维定常平行剪切流宏观理论

解的求解验证了小 Kn数的高阶项截断条件。

关键词：微纳尺度电输运；低维材料；电子水动力学；离散坐标法；升尺度

方法
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ABSTRACT

Recent experiments have found that in two­ dimensional materials such as
graphene, the interaction between electrons will be significantly enhanced at low tem­
peratures, and the electrons will form some quantum fluid with hydrodynamic viscosity.
There is a great difference of the transport mecha nism between the micro­ nanoscale
low­ dimensional electrons at low temperatures and the body materials dominated by
electron­ phonon scattering at room temperatures, and the research on the mechanism
of electron hydrodynamic transport has both important the oretical and applied value.

Based on the mesoscopic Boltzmann equation of two­dimensional electrons, we
develop both a new numerical algorithm named Discrete Ordinate Method (DOM) to
solve the mesoscopic equation and a new macroscopic hydrodynamic model for elec­
tron transport in the diffusive regime at low temperatures. It lays a foundation for the
follow­up theoretical work as well as industrial application. The main results and con­
clusions of this thesis are as follows:

(1) The discrete ordinate method for the numerical solution of the two ­dimensional
elec tron Boltzmann equation is developed. The numerical scheme of the algorithm has
good stability, and the calculation process can simulate the actual experimental condi­
tions more realistically. Based on verification, the influence of boundary scattering and
electron viscosity on electron transport behav iors is thoroughly analyzed through the
simulation of ballistic ­diffusive effect and magnetoresis tive effect.

(2) The macroscopic hydrodynamic equation in the diffusive regime at low
tem peratures is obtained using the new upscal ingmethod. Wemake up for the problems
in previ ous studies, and put forward the new concept of the quasi­ equilibrium distribu­
tion of double­ relaxation­ time approximation. Based on the discussion of macro scopic
equations, four kinds of typical effects are summarized. Finally, the high ­order item
truncation condition, i.e. the small Kn number condition, is verified.

Keywords: micro­nanoscale electron transport; low­dimensional materials; elec­
tron hydrodynamics; discrete ordinate method; upscaling methods
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主要符号对照表

𝑑𝜖 绝对介电常数为 𝜖的介质的厚度
𝑒 元电荷绝对值，约为 1.60 × 10−19 C
ℏ 约化 Planck常数，约为 1.05 × 10−23 J ⋅ s
𝑓(𝒓, 𝒌) 位矢 𝒓处波矢为 𝒌的电子态的平均占据数（未计入自旋贡献）
𝑓 eq
MR 背景参考系中的 Fermi­Dirac平衡分布

𝑓 eq
MC 具有宏观漂移速度的运动参考系中的 Fermi­Dirac平衡分布

𝒋 电流面密度

𝑘B 玻尔兹曼常数，约为 1.38 × 10−23 J ⋅ K−1

𝑘F 电子的费米波矢

𝑙0 宏观过程的特征长度尺度

𝑙b 电子流体在边界处的滑移长度

𝑙ee 电子­电子散射平均自由程
𝑙eff 电子的有效平均自由程

𝑙Meff 以长度为量纲的电子微团漂移速度

𝑙ep 电子的电子­声子散射平均自由程
𝑙pe 声子的电子­声子散射平均自由程
𝑙MC 电子的准动量守恒散射平均自由程

𝑙MR 电子的准动量弛豫散射平均自由程

𝑚 自由电子的静止质量，约为 9.11 × 10−31 kg
𝑚∗ 电子的能带有效质量

𝑚𝐵 电子的回旋有效质量

𝑛 电子数面密度

̄𝑛 平均电子数面密度

̃𝑛 电子数体密度

𝑛𝒌,𝛼 波矢为 𝒌且自旋为 𝛼的电子态的占据数
𝑛𝛿 电子数面密度相对平均值的偏移量

𝑝s 电子在边界散射的镜面反射系数

𝑝F 电子的费米动量，满足 𝑝F = ℏ𝑘F = 𝑚∗𝑣F
𝒓 实空间坐标 (𝑥, 𝑦, 𝑧)或 (𝑥, 𝑦)
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𝑟C 电子的回旋半径，又称 Larmor半径，即 𝑚𝐵𝑣F/(𝑒𝐵)
𝑡0 宏观过程的特征时间尺度

𝒖 电子态非平衡分布对应的宏观漂移速度

𝒖eff 电子态拟平衡分布对应的宏观漂移速度

𝑣F 电子的费米速度

𝑩 磁感应强度

𝐶 厚度为 𝑑𝜖 的介电晶体 𝜖在单位面积上的电容，等于 𝜖/(4𝜋𝑑𝜖)
𝐶(𝑓) 原始分布形式玻尔兹曼方程的散射项

𝐶𝛿(𝜒) 偏移分布形式玻尔兹曼方程的散射项

𝐷 二维电子态密度（已计入自旋贡献），等于 𝑚/(𝜋ℏ2)
𝐸band 周期性离子实势场内的能带电子相对能量

𝐸g Hartree­Fock近似中以基态为试探态的系统总能量
𝐸𝒌,𝛼 Hartree­Fock近似中激发态 (𝒌, 𝛼)的系统总能量
𝐸F 费米能级

𝐸Fock Hartree­Fock近似中的 Fock项
𝐸Hartree Hartree­Fock近似中的 Hartree项
𝑬 总电场强度

𝑬ext 给定的外加电场强度

𝑬int 电子之间相互作用引起的内建电场强度

𝑯 磁场强度

Kn Knudsen数
𝐿M
eff 以长度为量纲的电导率

𝑷 电子动量面密度

𝑃0 (𝑃±1) 波矢空间的投影算子

𝑆 Seebeck系数，又称热电系数
𝑇 绝对温度

𝑻 电子动量通量面密度

𝑻𝛿 电子动量通量面密度相对平衡态的偏移量

𝑊 二维直通道的展向宽度

𝑋nd 物理量 𝑋 的无量纲形式
𝑋𝜔 物理量 𝑋(𝑡)在频域中的对应值
ZT 优值系数，即 𝑇 𝑆2𝜎/𝜅
𝛼bd Fuchs­Soffer边界的边界散射参数，等于 4𝜋𝛿bd/𝜆F
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𝛿bd 边界壁面的方均根粗糙度

𝜖 介质的绝对介电常数

𝜖0 真空介电常数，约为 8.85 × 10−12 F ⋅ m−1

𝜖r 介质的相对介电常数

𝜀𝑛(𝒌) 位于能带 𝑛上且波矢为 𝒌的电子态的能量
𝜅 材料的总热导率

𝜅𝑒 电子贡献的热导率

𝜆F 电子的费米波长，即 2𝜋/𝑘F
𝜇 单粒子化学势

𝜈 电子的正常粘度系数，零频下等于 (𝑣2
F𝜏eff)/4

𝜈H 电子的 Hall粘度系数
𝜌 电阻率

𝜎 电导率

𝝈′ 电子流体的粘性应力

𝜏ee 电子­电子散射平均自由时
𝜏eff 电子的有效散射平均自由时

𝜏ep 电子的电子­声子散射平均自由时
𝜏pe 声子的电子­声子散射平均自由时
𝜏MC 电子的准动量守恒散射平均自由时

𝜏MR 电子的准动量弛豫散射平均自由时

𝜙 静电势

𝜑 二维波矢空间的方向角

𝜔C 电子的磁致回旋频率，等于 𝑒𝐵/𝑚𝐵
𝝎𝐸 (𝜔𝐸) 电子的电致回旋频率，分别等于 (−𝑒)𝑬/𝑝F（𝝎𝐸 ⋅ 𝒆𝜑）

𝛩 德拜温度

𝛴self 电子的自能

ℰ 单粒子电化学势的负梯度

ℋ 系统的哈密顿量

ℒ 洛伦兹因子，即 𝜅𝑒/𝜎𝑇
ℒ0 洛伦兹常数，等于 (𝜋2/3)(𝑘B/𝑒)2

𝒫 电子气的简并压强

ℛ𝒌 波矢空间 {(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧)}或 {(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)}
ℛ𝒓 物理空间（实空间）{(𝑥, 𝑦, 𝑧)}或 {(𝑥, 𝑦)}
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第 1章 引言

1.1 研究背景及意义

随着集成电路的发展，电子元器件的整体尺寸逐渐缩小到了微纳尺度的量

级；同时，元器件在某些方向的几何尺寸也将远小于其他方向，即呈现出一定

的低维特征。此时，一方面，由于整体几何尺寸的不断减小，元器件的边界约束

（confinement）对电子输运的影响逐渐增强，从而导致通常体材料中电子输运的
宏观性质可能不再成立；另一方面，某些具有低维属性的材料在特定温度范围

内将表现出与众不同的电输运性质，这也为现有电子元件性能的提升以及新型

功能元件的设计提供了重要的契机。

图 1.1 石墨烯电阻突破弹道极限 [1]。图中实线为弹道输运值，散点为实验结果。

图 1.2 不同尺度下电子流动的速度剖面 [1]。图中蓝线（黑线）对应粘性（弹道）输运。
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热电效应是能够实现温度差与电势差相互转换的一类现象的总称，它为余

热的利用提供了一种新的可能性，对能量利用率的提高乃至全球能源问题的缓

解都具有重要的意义。热电领域中衡量热电材料能量转换效率的参数为优值系

数 ZT = 𝑇 𝑆2𝜎/𝜅，其中 𝜎和 𝜅 分别为电导率和热导率，𝑇 为温度，𝑆 为 Seebeck
系数。优值系数越大，材料的热电转换效率就越高 [2]。在通常的体相材料中，电

导率由电子与弹性杂质的弹道散射与电子与声子的体弛豫散射决定，其在体弛

豫散射强度可以忽略时达到极大值，称为所谓的弹道极限；同时，电导率 𝜎 与
电子贡献的热导率 𝜅𝑒一般满足线性关联式

ℒ ∶= 𝜅𝑒
𝜎𝑇 ≡ 𝜋2

3 (
𝑘B
𝑒 )

2
=∶ ℒ0, (1­1)

这就是Wiedemann­Franz定律（简称W­F定律），其中 ℒ称为 Lorenz比。当材
料中的电子充当主要的热载子时，由上述W­F定律可知优值系数 ZT = 𝑆2ℒ−1 ≡
𝑆2ℒ−1

0 ，即在经典理论中只能通过增大 Seebeck系数来提高热电转换效率。近期
实验发现，在纯净的石墨烯中，电子由于具有Dirac流体的属性，由其贡献的电导
率和热导率不再满足经典的W­F定律 (1­1) [3]，这表明或可以采用提高 Seebeck
系数以外的其他途径来提高优值系数。与此同时，在 100 K左右的温度条件下，
电子由于拥有较强的粘性而导致其迁移率有显著增强，在狭缝中的电子输运能

够突破通常的弹道电导极限（如图 1.1和图 1.2）[1,4]，这对于优值系数的提高是
非常有利的。由此可见，低维材料中上述反常的热电输运性质为热电材料的发

展提供了新的契机。

磁阻效应是指外加磁场能够改变材料电阻率的现象。例如，层状磁性薄膜

结构的电阻率在较弱外磁场作用下会产生剧烈的变化，这被称为巨磁阻效应，由

于其能够大幅缩小存储单元的尺寸，因而在硬盘读写领域有着重要的应用。近

期实验发现，在 Ga[Al]As异质结、石墨烯等二维材料中，通过施加法向磁场，材
料的流向电阻率会有显著的降低 [5­9]（如图 1.3）。在展向上，除了会发生通常的
Hall效应外 [10]，还会呈现出无耗散的 Hall粘性 [11]①（如图 1.4）。从物理本质上
讲，Hall粘性来源于外加磁场引发的电子流动的时间反演对称性破缺，它与通
常的正规粘性的重要差别在于对壁面附加应力的影响：后者能够提供切向应力，

而前者则提供法向应力 [12]。应用上述在低维材料中新发现的磁阻效应，有望实

现低维电子输运的整流调控，同时相关研究也具有重要的理论价值 [11]。

① 这里，法向是指垂直于二维材料所在平面的方向，流向是指局部电子微团流动的方向，展向则是指二

维材料所在平面内垂直于流向的方向。
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图 1.3 不同温度下 Ga[Al]As异质结中电子输运的负磁阻效应 [9]

图 1.4 石墨烯电子输运的 Hall粘性效应与经典 Hall效应的电势云图对比 [11]

值得注意的是，以上两类与传统的电子体相输运行为迥异的现象均与电子

输运时表现出的粘性性质密切相关，这本质上来源于材料中强烈的电子­电子相
互作用 [12­13]。从微观机制上讲，对于处于特定温度范围内的低维材料，电子经

受的各类散射的平均自由程处于微纳尺度从而与材料的尺寸可比，并且电子­电
子散射与其他类型的散射相比处于优势地位①，这与经典流体力学的微观机制

中流体分子之间的散射占据优势的情形是类似的。从宏观表现上讲，这体现为

电子在以流体微团为单位进行输运时呈现出一定的粘性，这又包括与经典流体

类似的流向正规粘性以及电子流体独有的由磁场诱导的展向 Hall粘性，一方面
有望复现经典粘性流体力学中的涡动力学、波动行为甚至是层流向湍流的转捩

等现象 [14­27]，另一方面由于 Hall粘性的存在使得壁面的应力边界条件发生改变
从而可能引起新的边界流动行为 [28­32]。我们将电子流体的这种与经典流体在微

观机制以及宏观表现上相类似的输运行为称为电子的水动力学现象，研究这类

现象的学科则称为电子水动力学（electron hydrodynamics）。

① 需要指出的是，介观动理学意义上的电子­电子散射包括两类，一个是保持电子总准动量守恒的正规散
射，另一个是使得电子总准动量改变一个倒格矢的倒逆散射。此处所言的电子­电子散射仅限于前者。
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由此可见，对微纳尺度下低维电子输运的水动力学现象的研究，具有重要

而广泛的理论和应用价值。本文将着重于研究低维材料中典型电子输运现象背

后的水动力学机理，为其进一步的理论研究以及后续的潜在应用奠定基础。

1.2 研究现状与挑战

1.2.1 微纳尺度低维电子输运的研究现状

微纳尺度低维电子的输运问题早在半导体领域兴起前后便已经聚集了大量

的研究工作，这些工作着眼于电子的量子本性，广泛应用第一性原理以及半经

典方法进行研究，由此形成了量子输运（quantum transport）这一研究领域 [33­36]。

近年来，由于电子水动力学现象的相继发现，介观和宏观尺度的方法逐渐得到

重视并被广泛采用；与此同时，众多新现象的发现离不开实验技术的涌现发展，

这主要包括用于制备微纳尺度实验样品的材料蚀刻与沉积等技术 [37­41] 以及用

于直接观测实空间内电子流动的电子流场显微技术 [10,42]。在本小节中，将着重

介绍目前研究微纳尺度低维电子输运问题的理论方法，并由此勾勒出电子水动

力学方法的轮廓。

理论方法主要包括微观方法、介观方法和宏观方法。微观方法即基于电子

的量子本性从微观尺度的第一性原理出发进行研究，主要包括基于路径积分的

格林函数方法 [33,36,43]等。介观方法主要包括接触­通道模型方法、玻尔兹曼动理
学方法等。接触­通道模型方法 [34­36]基于平衡格林函数或透射率模型，认为系统

的电阻源于接触处的电子透射损失以及通道内的非相干散射，主要用于分析半

导体元件电路中的稳态输运过程；玻尔兹曼动理学方法 [40,44­47]则采用基于微观

粒子散射图像的玻尔兹曼方程，根据理论基础的不同可进一步细分为基于唯象

类比的准经典方法 [48­49]和基于Wigner函数的半经典方法 [33,36]等：前者将处于

准经典极限下的电子类比气体分子直接写出电子分布函数满足的玻尔兹曼方程，

因此具有一定的唯象特征；而后者则严格基于量子刘维尔方程以及非平衡格林

函数工具来构造所谓Wigner函数满足的玻尔兹曼方程，该函数可以类比经典意
义下的电子分布函数来理解。宏观方法主要包括漂移­扩散方程、流体力学方法
等。漂移­扩散方程基于弹性散射假设，通过对玻尔兹曼方程取一阶矩得到电流
密度满足的漂移­扩散方程 [35]，进而可以电导率 𝜎、热导率 𝜅 等宏观输运参数的
经典表达式；流体力学方法则是以电子的各阶矩作为宏观量，通过求解少数宏

观量满足的流体力学方程获得电子的输运性质。
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对于电子水动力学现象，目前主流的研究手段是将介观方法与宏观方法相

结合，不妨将其称之为电子水动力学方法。该方法一方面强调介观基础，将电

子­电子散射纳入玻尔兹曼方程，从而能够精确刻画各类散射主导的不同流动相
区内的电子流动行为；另一方面强调宏观描述，即基于介观尺度粒子散射的物

理图像，通过升尺度方法在特定流动相区内实现由高维相空间中的介观玻尔兹

曼方程到低维相空间中的宏观流体力学方程的简化。其中，介观方法具有普适

性但较为复杂，因而适于理论定性与数值定量求解，但数值求解的计算量较大；

而宏观方法牺牲了普适性但更为简洁直观，从而适于在理论上进行定量求解，并

且在计算量上要小得多 [50­51]。由此可见，二者具有互为补充、相得益彰的特点，

这也是电子水动力学方法的优势所在。

本文将重点关注将介观与宏观方法相结合的电子水动力学方法，旨在对众

多的水动力学现象进行描述与解释（见图 1.10）。在接下来的两节，我们将分别
具体介绍电子水动力学现象的研究历史和电子水动力学的研究现状及其局限性，

为本文主要研究内容的引入作以铺垫。

1.2.2 电子水动力学现象的研究历史

从物理本质上讲，电子水动力学现象是固体材料中电子经历的各类散射相

互制衡的结果。为了衡量各类散射的强度，通常采用电子在某种散射过程中的

平均自由程①作为其长度及强度尺度，因此电子水动力学现象可以看作尺度效

应的一种。具体而言，这一方面要求材料在某些方向的几何尺寸足够小，即与各

类体散射的平均自由程处于类似量级，使得边界散射带来的约束效应（称为尺

寸效应）的影响不可忽略，这时一般要求材料在某些方向上处于微纳尺度；另一

方面则要求电子­电子散射在各类散射中占据重要地位，这强烈依赖于各类散射
的温度依赖特性，本质上与材料的声子频谱特性、电子能带结构及缺陷杂质分

布密切相关，因此只有某些纯净低维材料在特定温度范围内才有可能满足这一

要求。本小节将以此为脉络，总结电子水动力学现象的研究历史，重点关注新现

象的发现以及重要理论方法的提出，由此归纳本文将要研究的具体物理问题。

1.2.2.1 萌芽阶段（1930­1960）

对低维材料电子输运过程中的尺寸效应的早期研究集中在金属薄膜或金属

细线上。Fuchs 在 1938 年最早研究了金属薄膜的尺寸效应 [52]，通过在理论上

求解介观尺度的玻尔兹曼方程，发现薄膜的面内电阻率随着薄膜厚度的减小而

① 所谓粒子在某种散射过程中的平均自由程，是指其在经历相邻两次该种散射之间运动的平均距离。
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增加。MacDonald等在 1950年通过实验测量发现了钠金属薄膜面内电阻率的尺
寸效应 [53]，并且采用介观动理学方法对实验曲线进行了理论解释，同时还率先

获得了电阻率随外加展向磁场的变化曲线。此后，陆续有许多学者采用类似的

理论或实验方法研究金属薄膜或细线内电子输运的尺寸效应以及外加磁场的影

响 [54­59]，相关的早期研究具体可以参考 Sondeimer于 1952年作的综述 [60]。值

得注意的是，Chambers和 Sondeimer几乎同时引入了电子的有效平均自由程的
概念 [55­56]，一方面该物理量与材料的电阻率成正比，具有鲜明的物理意义，另

一方面这一概念的提出又为介观玻尔兹曼方程的理论求解提供了方便，为后续

的特征线法等理论工具的提出奠定了基础 [44,61]。

对于材料中电子­电子散射影响的早期研究主要局限于理论工作，主要集中
在其对宏观输运参数即电阻率的影响等方面。Baber于 1936年考虑了电子­电子
散射对过渡金属体电阻率的贡献，发现其与温度的平方成正比 [62]。Steinberg于
1958年基于对低温条件下电子­电子散射重要性的推断，第一次提出了电子粘性
的概念 [63]。尽管这一设想并未充分考虑到金属内部各类散射相互制衡的实际情

况，在当时也缺乏足够的实验证据，但其思想的前瞻性是不可否认的，后人的

实验也最终证实了电子粘性的存在性及其重要性。值得关注的是，Steinberg开
创性地将电子­电子散射以动量守恒散射项的形式纳入了介观玻尔兹曼方法的框
架，该方法在后来的研究中被广泛使用 [24,27,45,47,61,64­65]。

1.2.2.2 奠基阶段（1960­1995）

前苏联物理学家 Gurzhi是电子水动力学理论的开创者与集大成者。他早年
关注金属电子的体相输运 [66­68]，从 20世纪 60年代起逐渐转向对低维材料中电
子输运的研究。1963年，Gurzhi通过物理估计做出预言，由于粘性扩散机制的存
在，纯净导体薄膜的电阻率随温度升高将存在极小值（如图 1.5）[69­70]。该现象
被后人称为 Gurzhi效应，并在后续实验中得到了验证 [37]。这一先驱性工作也正

式宣告了电子水动力学理论的诞生。1968年，Gurzhi通过物理估计以及玻尔兹
曼方程求解预言了负磁阻效应，即金属薄膜的电阻率随面内磁场的增加而减小

并最终收敛至体电阻率（如图 1.6）[71]。此后，Gurzhi系统地研究了电子­电子散
射对金属电阻率的影响即水动力学效应 [72­75]，相关研究可参考其综述文章 [76]。

与 Gurzhi几乎同一时期，也有许多学者对低维金属材料中电子­电子散射引
起的水动力学效应进行了细致的理论研究 [18,77­82]，并将相关结果从不同角度进

行了综述 [83­87]。值得关注的是，Kaveh在其综述中类比气体流动提出了电子流
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图 1.5 纯净导体薄膜的电阻率 𝜌随温度 𝑇 变化的示意图 [70]。图中，𝑑 为薄膜厚度，𝛾
为常参数，𝛩为体材料的德拜温度。当温度很低时，边界散射占据主导，电子输运呈现
出弹性弹道散射的特征，电阻率仅依赖于样品尺寸，因此与温度几乎无关；当温度逐渐

增加时，电子­电子散射逐渐占据主导，电子输运最终进入粘性扩散相区，由 Poiseuille
流性质结合费米液体理论可以得到，电导率与温度的五次方成正比，从而最终超越弹道

电导率；随着温度的进一步升高，电子­声子散射将逐渐占据主导，电子输运进入经典
的欧姆相区，电阻率将按照经典理论随温度的升高迅速增加 [69]。

图 1.6 金属薄膜的面内电阻率 𝜌随外加面内磁场强度 𝐻 变化的示意图 [71]。图中，𝑙ep
为电子的电子­声子散射平均自由程，𝑙pe 为声子的电子­声子散射平均自由程，𝐴𝑖 为与
温度相关的参数。沿横轴正方向𝐻 逐渐增加，从而回旋半径 𝑟 ≡ 𝑟C ∶= 𝑚𝑣F/(𝑒𝐵) ∼ 𝐻−1

逐渐减小。当 𝑟 ≪ 𝑙ep ≪ 𝑑 时（𝑑为薄膜厚度），磁场作用下的电子输运仍处于粘性扩散
相区，电子可看作在声子气体中作布朗运动，由 Poiseulle流性质结合布朗运动相关结
论可知，电阻率与电子在同声子的单次散射过程中运动距离 𝑙 = min{𝑟, 𝑙pe}的平方成反
比。上述分析与介观动理学方程的结果 𝜌 ∼ 𝜈 ∼ 1/(𝑎2 + 𝐻2)（𝑎是与𝐻 无关的常数）是
定性一致的，由此可见，负磁阻效应本质上来源于磁场对电子粘性的影响。
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动的 Knudsen效应，即在漫反射边界散射占主导时电阻随电子­电子散射的增强
而增加（如图 1.7）[83,88]。另外，Avron率先从时间反演对称性的角度预言了外加
磁场将为低维电子的粘性输运贡献一个额外的无耗散粘性项（后被称作 Hall粘
性），并讨论了这种反常粘性对粘性流体波等现象的影响 [77]。

图 1.7 低维样品的无量纲电导率 𝐿M
eff/𝑊 随无量纲的电子­电子散射平均自由程 𝑙ee/𝑊

的变化曲线 [44]。沿横轴的负方向考察，起初通道宽度 𝑊 远小于电子­电子散射平均自
由程 𝑙ee，漫反射边界散射占据主导，电导率主要由沿通道方向运动的电子贡献。当电
子­电子散射逐渐增强（即 𝑙ee逐渐减小）时，电子与边界发生散射的几率增加，沿通道
方向运动的电子的数量减小，从而使得电导率降低，此即 Knudsen效应。当电子­电子
散射进一步增强时，电子将由弹道输运转变为粘性扩散主导的 Poiseuille流动，由电子
粘性的估计式 𝜈 ∼ 𝑣F𝑙ee 可知，电导率将随电子­电子散射的平均自由程的减小而增加，
此即 Gurzhi效应。

为了验证有关电子水动力学现象的理论预言，先后有学者进行相关的实验

尝试 [89]。1994年，de Jong和Molenkamp在实验中发现，在 Ga[Al]As异质结的
二维电子气中，电子输运在不同温度下呈现出了鲜明的 Knudsen效应和 Gurzhi
效应 [37]。作为对电子水动力学现象首次成功的实验观测，这一发现证实了前人

预言的正确性 [70,83]，堪称电子水动力学发展过程中的一个里程碑。在其随后发

表的长文中，作者基于介观动理学方法，采用经典的特征线方法得到了电子玻

尔兹曼方程的精确解，与实验结果符合得很好 [44]。值得注意的是，文章中的双

弛豫时间近似形式的体散射项模型以及具有入射角依赖的边界散射模型在后续

的理论研究中得到了广泛的应用 [61,65]。

1.2.2.3 复兴阶段（2015­）

如第 1.2.2节引文所述，电子水动力学现象的发生强烈依赖于散射性质足够
好的样品材料以及足够小的样品尺寸。由于候选实验材料的缺乏以及实验制备

技术的限制，在Molenkamp等里程碑式的实验发现随后的二十年间，电子水动
力学领域陷入了沉寂。随着新材料的发现以及实验技术的发展 [10,37,39,42,90]，近

年来在单层/双层石墨烯、Ga[Al]As、PdCoO2等强关联低维材料中相继发现了众

多电子水动力学现象 [1,9,11,14­15,38]，由此也极大地促进了电子水动力学理论的发

8



展。《Science》在 2016年和 2019年分别同时刊发了以电子水动力学为专题的多
篇实验文章 [3,11,14,38,41]，引发了凝聚态物理领域众多学者的关注与进一步研究，

这也标志着电子水动力学的发展进入了新的阶段。

一方面，众多的实验发现有力地证实了前人的理论预言。例如，Bandurin等
人和 Moll 等人分别在石墨烯和 PdCoO2 中确认了电子­电子散射对宏观电阻率
的重要贡献 [38,40]。Kumar 等人在石墨烯中发现了电子输运的弹道­扩散效应①，
并证实了电子的粘性扩散与弹道输运机制相比能够显著增加材料的电导率（如

图 1.1和图 1.2）[1]。Gusev等人在 Ga[Al]As异质结中观察到了显著的负磁阻效
应 [5­9]，从而验证了 Gurzhi的理论预言 [71]。

图 1.8 电子粘性输运（实验发现）与欧姆输运（经典观点）的流场对比 [15]

另一方面，新的实验现象也揭示了低维电子新的输运特性。Levitov等人考
察了对侧点电源作用下石墨烯条带内的电子输运，通过局域电阻为负值推断出

电子流动应呈现典型的粘性涡结构特征（如图 1.8）[14­15]；Braem等人则利用扫
描栅极显微技术（Scanning Gate Microscopy），直接捕捉到了实空间中的电子局
部回流现象（如图 1.9）[90­91]。Berdyugin等人采用边界单点电源，考察了外加法
向磁场对电子局域流动特性的影响，并首次在实验中捕捉到了Hall粘性效应 [11]。

Crossno等人测量了不同温度下纯净石墨烯的热电输运特性，发现材料的热导率
有显著改变，刻画材料热导率和电导率关系的经典W­F定律 (1­1)不再成立 [3]。

Gallagher等人考察了光辐射对纯净石墨烯中电子输运的影响，发现电子­电子散
射对光致电导率有重要贡献 [41]。

① Knudsen效应与 Gurzhi效应合称弹道­扩散效应，为边界散射与体相扩散散射相互制衡的结果。
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图 1.9 边界单点电源附近电子局部回流现象的电势云图 [91]

本文将重点关注弹道­扩散效应、磁阻效应这两类典型的电子水动力学现象，
同时兼顾对电子宏观流动细节的讨论（见图 1.10）。需要指出的是，出于研究的确
定性与重要性的考虑，本文的研究对象局限于导带底附近电子的能量色散关系

近似为抛物形式的低维材料，如碱金属 [84­85]、双层石墨烯 [14,92­93]、Ga[Al]As [44]、
PdCoO2

[38,94]等。

1.2.3 电子水动力学的研究现状及其局限

如第 1.2.1节所述，当前研究电子水动力学的主流方法是将介观的玻尔兹曼
动理学方法与宏观的流体力学方法相结合 [45­46,61,65,93,95­99]，下面将对二者分别

加以介绍。

介观的玻尔兹曼动理学方法即通过求解电子玻尔兹曼方程获得电子的非平

衡分布函数，由此积分得到电子数密度、流动速度等宏观输运参量。求解玻尔兹

曼方程的理论方法包括正交基函数展开方法 [100]、微扰方法 [46]、特征线方法 [44,61]

等。由于玻尔兹曼方程本身的复杂性，上述方法只能处理低维简单几何、少物

理及弱外场等简单情形，并且大多数情况下只能得到定性结果。相比之下，数

值方法兼具灵活性与精确性的优势，但目前鲜有对电子水动力学输运的数值研

究 [17,27]。一般而言，求解介观输运问题的数值方法包括蒙特卡洛方法（Monte­
Carlo Method，简称MC）、格子玻尔兹曼方法（Lattice Boltzmann Method，简称
LBM）、离散坐标方法（Discrete Ordinate Method，简称DOM）等。其中，MC方法
基于微观过程的随机性，与分子动力学方法（MD）相比效率更高，且能够模拟更
大尺度的物理问题，但与其他方法相比效率仍然较低；LBM方法基于玻尔兹曼
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方程的离散格子模型，具有方便处理复杂几何、易并行效率高的优势，被广泛应

用于多孔介质的渗流模拟，但仍鲜有刻画电子输运的格子玻尔兹曼模型 [101­102]；

DOM方法将玻尔兹曼方程在相空间中直接进行数值离散，能够实现对介观输运
行为的精确捕捉，但难于处理复杂几何、高维流动等情形。考虑到当前的实验研

究大部分局限于简单几何，因此 DOM方法是上述方法中有力的候选者。
宏观的流体力学方法即通过求解电子宏观流动满足的流体力学方程，直接

获得电子数密度、流动速度等宏观输运参量。推导宏观流体力学方程的核心步

骤是动量通量项的封闭，据此可细分为基于物理直觉的唯象方法和基于介观动

理学方程的升尺度方法。唯象方法即通过基于直觉上的物理模型，利用对称性

条件获得带有唯象参数的动量通量表达式，但唯象参数只能够通过实验方法得

到 [77,99,103­107]。升尺度方法是从介观玻尔兹曼动理学方程出发进行严格推导，

不仅能够得到动量通量项的唯象形式，还可以给出唯象参数与微观参数的关

系 [65,108­112]。由此可见，升尺度方法在数学上更具严谨性，同时可以实现介观与

宏观尺度的连接。当前的升尺度方法主要有 Fourier矩方法 [65] 以及最大熵矩方

法 [109]等。然而，前人采用矩方法得到的宏观方程的适用条件仍不甚清晰，而摄

动方法通过设置小参数的方式将非平衡分布在平衡分布附近作渐近展开，具有

更为清晰的物理意义；同时前人在矩方法的理论推导中并未考虑电场对分布函

数的角度偏导数的影响，也需要进行更为细致地考察。

1.3 本文研究内容及安排

图 1.10 本课题的研究方案
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基于上述研究现状，本文主要从介观数值算法和扩散相区的宏观电子水动

力学模型两个方面开展研究，研究方案如图 1.10所示。一方面，将发展求解介
观电子玻尔兹曼方程的 DOM方法，实现对电子水动力学输运行为的精确刻画；
另一方面，将给出宏观电子流体力学方程的一种新的推导方法，即适用于扩散

相区的 Chapman­Enskog摄动方法，同时对前人的 Fourier矩方法进行角度偏导
项的修正。本文研究的安排如下：第 2章叙述介观玻尔兹曼方法的物理图像与
数学描述，这构成了本文工作的基础；第 3章介绍数值求解电子玻尔兹曼方程的
离散坐标方法，并给出其数值验证与应用；第 4章建立扩散相区内的宏观电子
水动力学模型，并讨论方程的特点与应用；第 5章对本文的研究工作作以总结，
并对此后的工作进行展望。
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第 2章 电子输运的介观玻尔兹曼方法

本章前半部分将介绍固体电子状态的微观物理图像，即能带理论和朗道费

米液体理论，由此引入描述固体电子输运的介观玻尔兹曼方程并强调其适用条

件。后半部分则将给出应用玻尔兹曼方法处理实际低维材料的电子输运问题时

的具体数学表述，即双弛豫近似电子玻尔兹曼方程的定解问题，为本文的后续

工作奠定介观的理论基础。

2.1 电子玻尔兹曼方程的微观基础

从粒子属性上看，电子属于费米子，满足 Pauli不相容原理，具有鲜明的量子
特征。在准经典近似下，每一个电子状态（简称电子态）对应于由实空间ℛ𝑛

𝒓与波

矢空间ℛ𝑛
𝒌构成的相空间ℛ𝑛

𝒓 ×ℛ𝑛
𝒌中的一点 (𝒓, 𝒌)。某电子态的平均占据数（又称

电子态的分布函数）𝑓(𝒓, 𝒌)定义为相体积元∏𝑛
𝑖=1 [𝑟𝑖, 𝑟𝑖 + d𝑟𝑖]×∏𝑛

𝑖=1 [𝑘𝑖, 𝑘𝑖 + d𝑘𝑖]
内的平均电子数（这里未计及电子自旋的贡献）。对于处于局部平衡状态的电子

系统，其电子态的分布函数服从局部的 Fermi­Dirac平衡分布 [113]

𝑓 eq
F−D(𝒓, 𝒌) = 1

𝑒
𝜀(𝒌)−𝜇(𝒓)

𝑘B𝑇 (𝒓) + 1
. (2­1)

式中，𝜀(𝒌)为波矢为 𝒌的电子态的能量，𝜇(𝒓)和 𝑇 (𝒓)分别为系统的局部化学势和
温度，𝑘B为玻尔兹曼常数。当电子系统中存在不平衡势差——如电势梯度 𝛁𝒓𝜙、
温度梯度𝛁𝒓𝑇、化学势梯度𝛁𝒓𝜇等——时，电子态分布函数将偏离平衡分布 (2­1)，
从而导致实空间中的电子输运过程 [114]。

对于经典粒子的输运过程，可采用介观尺度的玻尔兹曼方程进行统一描述

d𝑓
d𝑡 = ∂𝑓

∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝑓
∂𝒓 + 𝑭

𝑚 ⋅ ∂𝑓
∂𝒗 = 𝐶(𝑓). (2­2)

该方程的物理意义为：粒子经历的散射 𝐶(𝑓) 是引起当地粒子分布函数 𝑓(𝒓, 𝒗)
变化的原因。其中，粒子分布函数 𝑓(𝒓, 𝒗) 描述了相体积元 ∏𝑛

𝑖=1 [𝑟𝑖, 𝑟𝑖 + d𝑟𝑖] ×
∏𝑛

𝑖=1 [𝑣𝑖, 𝑣𝑖 + d𝑣𝑖]内的平均粒子数。由此可见，散射项 𝐶(𝑓)是决定粒子输运行
为的关键，可以基于自底向上的微观模型或直接采用某种唯象形式进行封闭。例

如，对于经典系统，一种典型的封闭方法是从经典 Liouville方程出发，基于二
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体相互作用假设、稀薄气体假设以及统计独立性假设推导获得碰撞项的微观表

达式，这就是所谓的二体碰撞模型 [115­116]。除二体碰撞模型外，目前应用较为广

泛的散射项模型还有单弛豫模型 [63,117­118]、双弛豫模型 [50,119­120] 等，它们通常

都具有局域性的特征。前人曾类比经典粒子的玻尔兹曼方程，将相应的散射模

型唯象地推广至电子输运的情形 [49]。然而，电子与经典粒子在本质属性上存在

着巨大的差异：一方面，由于电子是一种携带电荷的费米子，这既导致粒子间的

相互作用为长程的库仑力，又将引起非局域的自旋交换关联效应，从而违反了

经典粒子的众多散射项模型背后的局域性假设；另一方面，电子的动量本征态

用波矢 𝒌描述，同时在实空间ℛ𝑛
𝒓 中表现为本征 Bloch波函数的形式，这与经典

粒子用 (𝒓, 𝒗)描述状态的方式十分不同。因此严格地讲，直接应用现有的玻尔兹
曼方程模型来刻画电子输运的唯象处理方式是值得商榷的。

本节将从固体理论对电子状态的微观量子描述出发，考察电子的库仑长程

相互作用以及自旋交换关联效应对能带特征的影响，说明相互作用的电子系统

在行为上与无相互作用的准电子系统的相似性，表明晶体电子输运的局域性假

设的合理性。然后引入波包及其准经典运动的描述，给出基于介观统计描述的

电子玻尔兹曼方程，讨论电子之间的相互作用等因素对电子输运行为的影响，强

调电子在描述方式和外场响应行为上与经典粒子的相似性。最后基于前面的讨

论，说明电子玻尔兹曼方程的适用条件。

2.1.1 固体电子状态的微观量子描述

固体属于凝聚态物质的一种，传统的凝聚态理论主要包括能带理论和微扰

理论 [121­124]，上述理论的物理图像则是基于朗道的费米液体理论 [125­126]。

2.1.1.1 能带理论

能带理论是凝聚态物理的基础理论，它成功地解释了导体和非导体的区别，

为半导体问题的分析提供了基础，并极大地推动了半导体工业的发展。由于晶

体材料中的电子会受到离子实晶格的影响，自由电子模型 𝜀𝒌 = ℏ2𝒌2/(2𝑚)将不
再适用，这时就需要应用能带理论得到其在离子势场中的能量色散关系 𝜀𝒌。

能带理论有三个基本假设，即静态近似假设、单电子近似假设以及周期性

平均场假设 [121­122]。其中，静态近似是指在求解电子本征态时假定离子实固定

在平衡位置不动，如要考虑晶格振动的影响则需在能带理论的基础上应用微扰

理论进行求解；单电子近似是指将电子之间的库仑相互作用以及自旋交换关联

效应用一个平均场近似刻画，这被称为 Hartree­Fock近似；周期性平均场假设则
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假定由离子实库仑势以及电子相互作用平均场叠加形成的势场具有空间周期性，

这种平移对称性是电子本征态即 Bloch波存在的基础。由此可见，Hartree­Fock
近似是能带理论中处理电子之间复杂的相互作用的核心。

将周期性离子实势场内的无相互作用电子系统的基态作为试探波函数，可

以得到试探态的总能量为 [125]

𝐸g = 𝐸band + 𝐸Hartree + 𝐸Fock. (2­3)

其中，𝐸band为周期性离子实势场内的能带电子能量（以化学势 𝜇为基准）

𝐸band = ∑
𝒌,𝛼

𝑛𝒌,𝛼 (𝜀𝒌 − 𝜇), (2­4)

𝐸Hartree称为 Hartree项，它描述了电子之间的经典库仑势能

𝐸Hartree = 1
2𝑁𝑠

𝑉0(∑
𝒌,𝛼

𝑛𝒌,𝛼)

2

, (2­5)

𝐸Fock称为 Fock项，它描述了平行自旋之间的有效相互吸引作用

𝐸Fock = − 1
2𝑁𝑠 ∑

𝒌,𝒒,𝛼
𝑉𝒒𝑛𝒌,𝛼𝑛𝒌−𝒒,𝛼 + 1

2𝑉 (0) ∑
𝒌,𝛼

𝑛𝒌,𝛼. (2­6)

其中，𝑛𝒌,𝛼 为波矢为 𝒌、自旋为 𝛼 的电子态的占据数，由 Pauli不相容原理可知
该值只能取 0或 1；𝑁𝑠为晶体的格点数；𝑉𝒒 ∶= ∫ d𝒙 𝑉 (𝒙)𝑒−i𝒒⋅𝒙为电子之间相互

作用势向波矢空间的 Fourier变换。由此可整理得到

𝐸g = ∑
𝒌,𝛼

𝑛𝒌,𝛼 (𝜀𝒌 − 𝜇 + 𝑉 (0)
2 ) + 𝑉0

2𝑁𝑠 (∑
𝒌,𝛼

𝑛𝒌,𝛼)

2

− 1
𝑁𝑠 ∑

𝒌,𝒒,𝛼

𝑉𝒒
2 𝑛𝒌,𝛼𝑛𝒌−𝒒,𝛼. (2­7)

对系统各电子态 𝑛𝒌,𝛼 作一微扰 𝛿𝑛𝒌,𝛼，可以得到一阶近似下系统能量改变为

𝛿𝐸 = ∑
𝒌,𝛼

𝛿𝑛𝒌,𝛼 (𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self). (2­8)

其中，𝜇′ ∶= 𝜇 − 𝜌0𝑉0 − 1
2𝑉 (0)，𝛴self ∶= − 1

𝑁𝑠
∑𝒌,𝒒,𝛼 𝑉𝒒𝑛𝒌−𝒒,𝛼。为了使试探态的总

能量最低，应要求 ∀𝛿𝑛𝒌,𝛼，有 𝛿𝐸 > 0，因此使得相互作用电子系统能量最小的
基态占据数 𝑛𝒌,𝛼 应满足

𝑛𝒌,𝛼 = 1, 𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self < 0

𝑛𝒌,𝛼 = 0, 𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self > 0
(2­9)
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因此，满足 𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self = 0的态构成了相互作用电子系统的费米面。
一旦由式 (2­9)求得了相互作用系统的基态占据数 𝑛𝒌,𝛼，则可由式 (2­8)立即

得到其激发态 𝑛𝒌,𝛼 + 𝛿𝑛𝒌,𝛼 的平均能量。由此可见，在 Hartree­Fock近似下，相互
作用电子系统的低能激发可以用一个由准粒子构成的自由费米系统描述。其中，

准粒子的每一个动量态的能量为 𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self，它被电子之间的相互作用所修

正。其中，单粒子化学势 𝜇′相对于无相互作用系统的 𝜇只作了均匀势修正，这
来源于试探波函数描述均匀密度态；电子的自能 𝛴self 则来源于描述电子自旋作

用的 Fock项，这是能量修正的主要来源。准粒子描述强调，相互作用费米系统
的低能激发仍可由占据数标记，而低能激发的数目与（周期性离子实势场内的）

无相互作用费米系统中的 Bloch电子数相同，并且多体本征态的能量是各个占
据态能量的代数和。

2.1.1.2 费米液体理论

在上述基于Hartree­Fock近似的能带理论框架下，我们采用了周期性离子实
势场内无相互作用电子系统的基态作为试探波函数。然而，由式 (2­8)可以计算
得到，在三维库仑作用 𝑉 (𝒙) ∼ 𝑥−1（对应于 𝑉𝒒 ∼ 𝑞−2）下，费米面附近电子的自

能具有奇异性，这将导致准粒子具有无穷大的费米速度。这个奇异性本质上来

自库仑作用的长程部分（对应于 𝒒 → 0）。如果电子之间只有短程相互作用，则
不会导致这种奇异。为了对上述现象作出修正，需要仔细考察准粒子之间的相

互作用。与无相互作用费米系统被称作费米气体相对应地，对于有相互作用的

费米系统，我们称之为费米液体。

费米液体理论由前苏联著名物理学家朗道所创立，因此也被称为“朗道费

米液体理论”[125­126]。该理论有两个基本假设：

1. 对于由基态和低能激发组成的低能本征态，可以由一组量子数 𝑛𝒌,𝛼 = 0, 1
标记，这些数称为“占据数”。

2. 当关闭准粒子间的相互作用时，低能本征态绝热地改变为自由费米系统相
应的本征态，该自由费米系统由相同占据数 𝑛𝒌,𝛼 标记。

基于上述假设，可以利用自由费米系统的描述方式来刻画朗道费米液体的激发，

这种激发被称为准粒子激发。将本征态能量在基态占据数附近展开，可以得到

其激发态能谱（基态能量 𝐸g由式 (2­7)给出）

𝐸𝒌,𝛼 = 𝐸g + ∑
𝒌,𝛼

𝛿𝑛𝒌,𝛼𝜀∗
𝒌,𝛼 + 1

2𝑉 ∑
𝒌𝛼,𝒌′𝛽

𝑓(𝒌, 𝛼; 𝒌′, 𝛽)𝛿𝑛𝒌,𝛼𝛿𝑛𝒌′,𝛽 . (2­10)
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其中，𝜀∗
𝒌,𝛼 为准粒子能量；𝑓(𝒌, 𝛼; 𝒌′, 𝛽)代表准粒子之间的相互作用，称为费米

液体函数。由此可见，激发态能谱由准粒子能量与费米液体函数完全确定，其后

续处理方式与自由费米系统是完全类似的，只是增加了费米液体函数对低能激

发性质的修正。这里指出，费米液体理论的精髓在于良定义的准粒子概念及其

存在性，这也是导致相互作用费米系统与自由费米系统的行为十分相似的原因。

为了得到费米液体函数的具体形式，注意到费米液体的激发态能谱 (2­11)
与 Hartree­Fock近似下的试探态能谱 (2­7)的相似性，仿照 Hartree­Fock近似中
激发谱 (2­8)的处理方式，在占据数的微扰中保留至 𝛿𝑛𝒌,𝛼 的二阶项，可以得到

𝛿𝐸 = ∑
𝒌,𝛼

𝛿𝑛𝒌,𝛼 (𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴self) + 1
2𝑉 𝑉0(∑

𝒌,𝛼
𝛿𝑛𝒌,𝛼)

2

− 1
2𝑉 ∑

𝒌,𝒒,𝛼
𝑉𝒒𝛿𝑛𝒌,𝛼𝛿𝑛𝒌−𝒒,𝛼.

(2­11)
对比式 (2­10)和式 (2­11)可得

𝜀∗
𝒌,𝛼 = 𝜀𝒌 − 𝜇′ + 𝛴𝑠𝑒𝑙𝑓

𝑓(𝒌, 𝛼; 𝒌′, 𝛽) = 𝑉0 − 𝑉𝒌−𝒌′𝛿𝛼𝛽 .
(2­12)

从而可以得到空间非均匀的集体激发态下准粒子的能量为

̃𝜀𝒌,𝛼(𝒓) = 𝜀∗
𝒌,𝛼 + 1

𝑉 ∑
𝒌′𝛽

𝑓(𝒌, 𝛼; 𝒌′, 𝛽)𝛿𝑛𝒌′𝛽(𝒓). (2­13)

由此可见，费米液体函数为准电子的基态能量 𝜀∗
𝒌,𝛼 增加了一项平均场的贡献。

为了消除势能函数 𝑉𝒒在 𝒒 → 0时的奇异性，可以采用随机相近似（Random
Phase Approximation，简称 RPA）的方法，在微扰频率 𝜈p ≪ 𝑣F𝑞 的极限下得到
具有屏蔽效应的有效势模型（也被称为 Thomas­Fermi模型）[125]

𝑉 eff
𝒒 =

𝑉𝒒,𝜈p
1 + 𝑉𝒒,𝜈p𝑁(𝐸F) = 4𝜋𝑒2

𝒒2 + 4𝜋𝑒2𝑁(𝐸F)
. (2­14)

该有效势代表了电子之间由于屏蔽效应导致的短程势；费米面上的态密度𝑁(𝐸F)
越大，屏蔽效应越强。显然，该屏蔽势在 𝒒 → 𝟎时并不具有奇异性。实际上，该
模型也可以通过宏观上经典的等效库仑平均场计算得到 [121­122]。

结合式 (2­14)和式 (2­12)可知，当屏蔽效应较强时，具有短程的屏蔽势的准
粒子在行为上与 Hartree­Fock 近似框架下的能带理论中的无相互作用电子（即
相互正交的 Bloch波）完全相似，即其散射行为在波矢空间ℛ𝑛

𝒌内具有局域特征，

因此将经典粒子的介观散射图像向电子进行推广是合理的。
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2.1.2 固体电子输运的介观统计描述

首先介绍描述晶体中电子运动的准经典近似。由上一小节可知，当屏蔽效

应较强时，相互作用电子系统可看作无相互作用准电子系统与一个平均场的叠

加。为了简洁而又不失明确起见，在之后的章节中仍将准电子简称为电子，将

准电子的能量 𝜀∗
𝒌,𝛼 和化学势 𝜇′ 简记为 𝜀(𝒌)和 𝜇(𝒓)（分别由式 (2­12)和式 (2­8)

定义）。根据不确定性关系，电子的状态实际上由 𝒌0 附近 𝛥𝒌范围内的一系列
Bloch波叠加构成，由此可引入电子波包的概念（如图 2.1所示）：其在波矢空间
ℛ𝑛

𝒌 内局域，即波包具有近似确定的能量；而在实空间 ℛ𝑛
𝒓 内扩展，即波包能够

在物理空间的一定范围内运动 [122]。

图 2.1 Bloch波包示意图 [122]

可以得到，波包的速度等于波矢为 𝒌、能量为 𝜀𝑛(𝒌)的 Bloch电子的群速度

𝒗(𝒌) = d𝒓
d𝑡 = 1

ℏ𝛁𝒌𝜀𝑛(𝒌). (2­15)

其中，下标 𝑛用于标记特定的能带。同时，Bloch电子在外场 𝑭 中的运动满足

ℏd𝒌
d𝑡 = 𝑭 = (−𝑒)(𝑬 + 𝒗(𝒌) × 𝑩). (2­16)

利用以上两式可以得到

d𝒗
d𝑡 = (𝑭 ⋅ 1

ℏ2 𝛁𝒌) 𝛁𝒌𝜀𝑛(𝒌).

类比经典力学中的牛顿第二定律，可以定义能带电子的能带有效质量张量

𝒎∗−1 = 1
ℏ2 𝛁𝒌𝛁𝒌𝜀𝑛(𝒌). (2­17)

以上三式 (2­15)、(2­16)和 (2­17)构成了对晶体中电子运动的准经典描述，它直
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接利用了能带理论的结果即能带结构 𝜀𝑛(𝒌)，对周期性离子实势场及电子相互作
用平均场做了量子处理；而在处理外场时采用了经典观点，由此描述了晶体中

电子的外场响应 [122]。实际上，利用费米液体中的准粒子满足的哈密顿方程

d𝒓
d𝑡 = 1

ℏ𝛁𝒌 ̃𝜀(𝒌, 𝒓),
d𝒌
d𝑡 = 1

ℏ (𝑭 − 𝛁𝒓 ̃𝜀(𝒌, 𝒓)) .

也可以得到与式 (2­15)和式 (2­16)类似的结果 [125]。由此可见，式 (2­16)中所谓
的外场 𝑭 还包含有电子之间相互作用即内建平均场的成分。
写电子玻尔兹曼方程的原始形式 [127­128]

d𝑓
d𝑡 = ∂𝑓

∂𝑡 + d𝒓
d𝑡 ⋅ ∂𝑓

∂𝒓 + d𝒌
d𝑡 ⋅ ∂𝑓

∂𝒌 = 𝐶(𝑓). (2­18)

代入式 (2­15)和式 (2­16)，即可得到电子玻尔兹曼方程的最终形式 [48,125]

∂𝑓
∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝑓

∂𝒓 + 𝑭
ℏ ⋅ ∂𝑓

∂𝒌 = 𝐶(𝑓). (2­19)

本文只关注晶体导带底附近的电子输运，因此在之后的章节中将能带标记

𝑛略去不写；同时，本文只考虑各向同性的能带有效质量张量，这时由式 (2­17)
定义的 𝒎∗−1退化为一常数 𝑚∗−1，导带底附近的电子态能量可近似表达为

𝜀𝒌 = 𝐸bottom +  ℏ
2𝒌2

2𝑚∗ . (2­20)

结合式 (2­15)与式 (2­16)可知，此时电子玻尔兹曼方程 (2­19)在形式上与经典
粒子的玻尔兹曼方程 (2­2)完全相同，只是将粒子的质量替换为了由能带结构决
定的电子的能带有效质量 𝑚∗，其中已考虑了电子之间相互作用的贡献。

最后应用电子玻尔兹曼方程 (2­19)简要讨论不平衡势差对电子输运的影响。
将非平衡分布函数 𝑓 在 Fermi­Dirac平衡分布 (2­1)附近作分解 𝑓 =∶ 𝑓 eq

F−D(𝒓, 𝒌)+
𝒑 ⋅ f(𝜀𝒌)，并假定散射项为单弛豫时间近似形式 𝐶(𝑓) = −(𝑓 − 𝑓 eq

F−D)/𝜏（其中
𝜏 = 𝜏(𝜀𝒌)称为弛豫时间），则可由线化后的 (2­19)解出（另见式 (2­26)）[33]

f(𝜀𝒌) = 𝜏
𝑚∗ (

−
∂𝑓 eq

F−D
∂𝜀 ) ((−𝑒)ℰ − 𝜀𝒌 − 𝜇

𝑇 𝛁𝒓𝑇 ) . (2­21)

其中，ℰ = 𝑬 + 𝛁𝒓𝜇/𝑒为电化学势的负梯度，𝑒为元电荷绝对值。上式表明，电子
态分布的非平衡部分 f(𝜀𝒌)来源于空间中的不平衡势差，由电化学势梯度与温度
梯度两部分贡献组成，这与第 2.1节首段末尾的叙述是一致的。
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2.1.3 电子玻尔兹曼方程的适用条件

根据前面的讨论，我们可以归纳得到电子玻尔兹曼方程如下的适用条件。可

以验证，在本文涉及的实验范围内，这些适用性条件均可得到满足。

• 电子之间的屏蔽效应足够强，使得电子以 Bloch波函数形式处于实空间的
扩展态而非强关联的局域态，以保证基于无相互作用准电子图像的单电子

近似假设成立，如对于三维情形一般要求电子浓度不能太低（否则会导致

由导体向绝缘体转变的Mott相变）[93,122]；
• 电子所处势场的空间变化较为缓慢，不破坏周期性平均场假设，使得电子
运动的平均自由程远大于晶格常数，以保证基于的准经典描述成立，如局

域杂质势导致的系统势能背景的无序性不能太高（否则会导致由导体向绝

缘体转变的 Anderson相变）[121­122]；
• 温度带来电子能量的热涨落 𝑘B𝑇 以及外场引起的能量变化 ℏ𝜔足够弱，使
得电子从外场吸收能量小于带宽，防止发生带间跃迁破坏能带图像 [122]；与

此同时，在粒子经历散射的过程期间，外场随时间的改变足够慢，以保证

散射模型的有效性 [121­122]。

2.2 双弛豫近似电子玻尔兹曼方程的定解问题

本节首先讨论不同类型的二维材料在物理模型及处理方式上的异同，写出

相应的二维电子玻尔兹曼方程并推导其偏移形式。然后基于固体电子的介观散

射图像，给出玻尔兹曼方程散射项 𝐶(𝑓)的双弛豫近似形式，并提出相应的边界
散射模型，由此建立双弛豫近似电子玻尔兹曼方程的定解问题。

2.2.1 典型二维材料的物理模型

为了应用电子玻尔兹曼方程刻画二维材料中的输运过程，需要首先了解实

验中采用的各类典型二维材料的物理模型。图 2.2展示了典型二维材料在实验中
的典型外场作用下的物理模型。其中，粗蓝线定义了（等效）二维直通道的边

界（confinement），𝑊 为通道宽度，𝑬 与 𝑩 分别为电场强度和磁感应强度的方
向，𝑑 为图 2.2(b)中准二维材料的厚度。

下面将分别针对图 2.2中的各种情形进行说明。这里约定，法向是指垂直于
二维材料所在平面的方向，流向是指外加电场的方向，展向则是指二维材料所

在平面内垂直于流向的方向。
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图 2.2 外场作用下典型二维材料的几何示意图

（1）图 2.2(a)又称MacDonald几何模型，其典型代表是金属薄膜，它曾在 20
世纪 30到 60年代被作为模型材料广泛研究 [53,57]。由于实验技术的限制，其薄

膜厚度𝑊 只能达到微米量级，与电子经历各类散射的平均自由程相当。系统具

有沿展向的平移对称性，因此材料的稳态输运具有二维特征；但由于电子仍拥有

展向的速度分量，故这种二维特征仅为宏观层次的现象。本文将这类由于系统

具有平移对称性而导致宏观上呈现二维电子输运的三维材料称为等效二维材料。

（2）图 2.2(b) 的典型代表材料包括 Ga[Al]As 异质结、PdCoO2 等，这些是

目前实验研究较多的模型材料 [9,38­39,91]。具体而言，由于实验材料制备技术的发

展，Ga[Al]As异质结的厚度 𝑑 可以做到纳米量级，这将导致电子能带衍生出二
维子带；而 PdCoO2材料本身便具有层状的晶体结构，导致其法向电阻率远远高

于层内电阻率。本文将这类由于各维度尺寸差异导致二维子带的三维材料称为

准二维材料。

（3）图 2.2(c) 的典型代表材料包括单层或双层石墨烯等，这是当前电子水
动力学理论与实验研究最为集中的模型材料 [1,3,11­12,14­15,17,19­20,22,40­41,107,110­111]。

石墨烯本身即为一种二维材料，由排列为蜂巢六角形晶格的共面碳原子组成，在

法向仅有原子级的厚度（忽略屈曲效应）。对于有掺杂的情形，单层石墨烯的能

带结构具有 Dirac锥的形状，无法直接应用导带底的能带电子有效质量近似；而
双层石墨烯则具有抛物形式的能带 [14]。因此本文的能带模型仅适用于后者。

目前，关于电子水动力学的实验研究主要集中在后两种材料，而第一种材料

即金属薄膜内的电子水动力学效应则鲜有报道。考虑到与研究课题的相关性，本

文将着重关注后两种材料在图 2.2所示的二维直通道内的输运问题。注意到，准
二维材料与二维材料中的电子仅具有面内的速度分量，并且前者的每一个二维

子带上的电子可近似认为处在同一个平面内从而可用面密度（而非体密度）刻

画，因此可以在统一的框架下对二者进行描述与分析。
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2.2.2 二维电子玻尔兹曼方程

由导带底附近的能带电子有效质量近似 (2­20)，可以得到电子群速度 𝒗与波
矢 𝒌满足 𝑚∗𝒗 = ℏ𝒌 ≡ 𝒑。代入式 (2­19)，可得

∂𝑓
∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝑓

∂𝒓 + 𝑭 ⋅ ∂𝑓
∂𝒑 = 𝐶(𝑓). (2­22)

其中，外场作用 𝑭 = (−𝑒) (𝑬ext + 𝑬int + 𝒗 × 𝑩)，𝑒为元电荷绝对值。这里 𝑬ext为

给定的外加电场，𝑬int为由高斯定律确定的内建电场。由此可见，只要给定了方

程 (2­22)中散射项 𝐶(𝑓)的形式以及图 2.2(b)（或 (c)）相应的边界条件，便可建
立二维电子玻尔兹曼方程的定解问题，这部分内容将在第 2.2.3节进行叙述。需
要注意的是，由于准二维材料（图 2.2(b)）和二维材料（图 2.2(c)）的电荷分布
具有法向的奇异性，因此需要结合具体的实验条件进行较为细致地处理，这部

分内容将在第 3.1.3节进行叙述。
原始形式的电子玻尔兹曼方程 (2­22) 在封闭散射项 𝐶(𝑓) 后可直接用于推

导宏观流体力学方程，进而结合相应的边界条件建立宏观尺度的定解问题，这

也正是本文第 4.1.1节工作的出发点。对于介观尺度的研究，通常先从原始方程
(2­22)出发推导含有源项的偏移形式方程，然后再发展相应的线性响应理论或各
类数值算法进行求解。下面，将严格推导偏移形式的二维电子玻尔兹曼方程的

完整形式，进而导出用于本文第 3章数值求解的近似形式。由于本小节的推导
过程不依赖于维度，因此结论也适用于三维情形。

写 𝑓(𝒓, 𝒌) =∶ 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌) + 𝛿𝑓(𝒓, 𝒌)，其中 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌) = 1/[𝑒(𝜀𝒌−𝜇)/(𝑘B𝑇 ) + 1]为局部
的 Fermi­Dirac平衡分布函数（下同）。将上述分解式代入原始方程，有

∂𝛿𝑓
∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝛿𝑓

∂𝒓 + 𝑭 ⋅ ∂𝛿𝑓
∂𝒑 = 𝐶𝛿(𝛿𝑓) + 𝑆(𝑓0). (2­23)

其中，关于偏移量的散射项𝐶𝛿(𝛿𝑓)由原始散射项𝐶(𝑓)计算得到，由后面第 2.2.3.2
节的讨论可知，对于双弛豫近似形式的 𝐶(𝑓)，该项在一阶近似下为关于 𝛿𝑓 的
线性齐次式；𝑆(𝑓0)为方程 (2­23)的源项，其具体形式可类似式 (2­21)得到

𝑆(𝑓0) = − (𝒗 ⋅ ∂𝑓0
∂𝒓 + 𝑭 ⋅ ∂𝑓0

∂𝒑 )

= (𝑭 − 𝛁𝒓𝜇 − 𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 𝛁𝒓𝑇 ) ⋅ 𝒗 (−∂𝑓0

∂𝜀 )

≡ ((−𝑒)ℰ − 𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 𝛁𝒓𝑇 ) ⋅ 𝒗 (−∂𝑓0

∂𝜀 )

(2­24)
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这里强调，𝑒为元电荷绝对值，ℰ = 𝑬 + 𝛁𝒓𝜇/𝑒为单电子电化学势的负梯度，𝑬 =
𝑬ext + 𝑬int为外加电场与内建电场的叠加。结合源项的上述形式，可将陡变因子

−(∂𝑓0/∂𝜀) > 0从 𝛿𝑓 中分离出来，即写 𝛿𝑓(𝒓, 𝒌) =∶ −(∂𝑓0/∂𝜀) 𝜒(𝒓, 𝒌)，于是

∂𝛿𝑓
∂𝒑 =

(
−∂2𝑓0

∂𝜀2 )
𝒗𝜒 + (−∂𝑓0

∂𝜀 )
∂𝜒
∂𝒑 . (2­25)

将式 (2­24)和式 (2­25)代入方程 (2­23)，并在方程两端同除以 −(∂𝑓0/∂𝜀)，即可得
到偏移形式的电子玻尔兹曼方程的完整形式

∂𝜒
∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝜒

∂𝒓 + 𝑭 ⋅ ∂𝜒
∂𝒑 = 𝐶𝛿(𝜒) + 𝑆ℰ,𝑇 + 𝑆𝜀. (2­26)

其中，源项 𝑆ℰ,𝑇 来自宏观电化学势梯度和温度梯度，源项 𝑆𝜀来自平衡分布关于

能量的高阶效应，二者具体的表达式为

𝑆ℰ,𝑇 = ((−𝑒)ℰ − 𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 𝛁𝒓𝑇 ) ⋅ 𝒗,

𝑆𝜀 = (−𝑒)𝑬 ⋅ 𝒗𝛥.
(2­27)

定义电子以局部化学势为基准的相对能量 𝜒1 ∶= 𝜀𝒌 − 𝜇 ≃ 𝜀𝒌 − 𝐸F
① 以及电子能

量的 Lagrange乘数 𝛽 ≡ 1/(𝑘B𝑇 )，则源项 𝑆ℰ,𝑇 中的 𝛥可表达为

𝛥 = ∂2𝑓0/∂𝜀2

∂𝑓0/∂𝜀 𝜒 = −𝛽(1 − 2𝑓0)𝜒 = −𝛽𝜒 tanh𝛽𝜒1
2 . (2­28)

对于二维情形，参考前人的理论或数值研究进行如下简化 [37,61,65]：（1）只
保留宏观不平衡势贡献的源项 𝑆ℰ,𝑇 中的电场部分，即只考虑空间分布均匀的

化学势与温度场的情形；（2）忽略平衡分布高阶效应贡献的源项 𝑆𝜀，即认为

电子相对费米面的能量偏差可以忽略；（3）在偏移形式方程 (2­26) 的动量偏
导项 ∂𝜒/∂𝒑中，忽略 𝜒 随 𝜀的变化而只考虑其在费米面上的方向依赖性，即写
𝒗 =∶ 𝑣F(cos𝜑, sin𝜑)（𝜑为速度全局坐标系中的方向角）。此时，偏移形式的电子
玻尔兹曼方程可以简化为

∂𝜒
∂𝑡 + 𝑣F𝒆𝜌 ⋅ ∂𝜒

∂𝒓 +
𝑭 ⋅ 𝒆𝜑

𝑝F
∂𝜒
∂𝜑 + 𝑒𝑣F𝑬 ⋅ 𝒆𝜌 = 𝐶𝛿(𝜒). (2­29)

其中，𝒆𝜌 = (cos𝜑, sin𝜑)，𝒆𝜑 = (− sin𝜑, cos𝜑)。上式即构成了本文第 3章和第
4.1.2节工作的出发点。
① 这里忽略了化学势随温度的变化，因此 𝜇 = 𝜇(𝑇 = 0 K) ≡ 𝐸F；同时由于已假定导带底的能带为各向同

性，因此费米能级 𝐸F(𝒌) ≡ 𝐸F。
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2.2.3 体相散射模型与边界散射条件

上一小节提到，为了使原始形式（或偏移形式）的玻尔兹曼方程 (2­22)（或
(2­26)）定解，需要封闭散射项 𝐶(𝑓)（𝐶𝛿(𝜒)）并提出合理的边界条件。从介观
物理图像的角度考虑，二者分别对应于固体电子经历的体相散射以及边界散射。

本节将介绍固体电子经历的各类散射机制，归纳各类机制的本质特征，进而给

出相应的体相散射模型与边界散射条件。

2.2.3.1 固体电子的介观散射图像

固体材料中的电子在材料内部经历的散射过程称为体相散射，如电子­杂质
散射（electron­impurity scattering）、电子­声子散射（electron­phonon scattering）、电
子­电子散射（electron­electron scattering）等。电子的散射行为可以用其特征长度
——散射平均自由程（mean free path）𝑙𝑖进行刻画，定义为电子在连续经历两次同

种散射之间运动过的平均距离，其中下标 𝑖用于标记散射类型，如“ei”、“ep”、“ee”
等。由于固体材料的输运性质主要由费米面附近的电子决定，因此可以定义电

子的平均自由时（mean free time）为 𝜏𝑖 = 𝑙𝑖/𝑣F，它代表电子在连续经历两次同
种散射之间的平均时间间隔，有时也称作弛豫时间（relaxation time）。

电子在未经历任何散射前，将保持在某一个动量本征态上不变，此时电子自

然也保持在相应的能量本征态上。一旦发生散射，电子的动量本征态将发生改

变，但并非所有的散射都会改变电子的能量。由此，可以根据散射是否改变电子

的能量本征态而将其分为弹性散射和非弹性散射。前者包括电子­杂质散射、电
子­声学声子散射、电子­电子散射等，而后者则主要包括电子­光学声子散射等。
一般而言，少量的弹性散射不会破坏电子的相干性，即电子具有一定的相位“记

忆”，这种记忆具有时间反演对称性；而非弹性散射或大量的弹性散射将显著改

变电子的相位，从而破坏其相干性。可以看到，第 2.2.3.3节中将要提到的镜面
反射边界模型与漫反射边界模型（又称热化边界模型）即分别对应于弹性散射

与非弹性散射的范畴。

在处理电子水动力学问题时，需要关注散射是否会改变电子的总准动量，由

此可将各类散射区分为保持准动量守恒的散射（momentum­conserving scattering，
简称动量守恒散射，下标“MC”）和使得准动量发生改变的散射（momentum­
relaxing scattering，简称动量弛豫散射，下标“MR”）。前者主要指电子­电子正规
散射①，而后者则包括电子­杂质散射、电子­声子散射、电子­电子倒逆散射等。

① 这里涉及电子­电子正规散射与倒逆散射的区分，见第 1.1节脚注。
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2.2.3.2 体相散射模型

借鉴 Steinberg的动量守恒形式单弛豫时间近似模型 [63]以及 Callaway­BGK
的声子水动力学双弛豫时间近似模型 [117­120]，本文提出二维电子玻尔兹曼方程

原始形式 (2­22)的散射项 𝐶(𝑓)的如下双弛豫时间近似模型（简称双弛豫近似）

𝐶(𝑓) = 𝐶MR(𝑓 ) + 𝐶MC(𝑓 ) ∶= −𝑓 − 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌)
𝜏MR

− 𝑓 − 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌 − 𝒖 ⋅ 𝒑)
𝜏MC

. (2­30)

其中，𝐶MR(𝑓 )为动量弛豫散射项，满足局部电子数密度守恒条件

∫ 𝐶MR(𝑓 ) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 = 0, (2­31)

而 𝐶MC(𝑓 )则为动量守恒散射项，满足局部电子数密度与动量密度守恒条件

∫ 𝐶MC(𝑓 ) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 = ∫ 𝒑 𝐶MC(𝑓 ) 2 d2𝒌

(2𝜋)2 = 0. (2­32)

这里，分子 2为电子自旋的贡献，分母 2𝜋为波矢空间的单位格子长度；积分在
费米面 𝑝 = 𝑝F上进行；𝒖为电子微团宏观漂移速度；弛豫时间 𝜏M𝑖的物理意义见

第 4.1.2节叙述。定义局部电子数密度 𝑛(𝒓, 𝑡)与电子微团动量密度 𝑷 (𝒓, 𝑡)如下

𝑛(𝒓, 𝑡) ∶= ∫ 𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 ,

𝑷 (𝒓, 𝑡) ∶= ∫ 𝒑 𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 ,

(2­33)

则将式 (2­32)的动量密度守恒条件 Taylor展开至一阶可得（见第 4.1.1节）

𝑷 = 𝑚∗𝑛𝒖. (2­34)

此即 𝒖的定义式且表明了其物理含义。式 (2­30)将用于第 4.1.1节的理论推导。
利用 𝜒 的定义式，可从上述 𝐶(𝑓)的模型 (2­30)中推得偏移形式方程 (2­26)

的散射项 [24,44­45,65]（已将动量守恒散射项 Taylor展开至一阶）

𝐶𝛿(𝜒) = 𝐶𝛿,MR(𝜒) + 𝐶𝛿,MC(𝜒) ∶= −𝜒 − 𝑃0[𝜒]
𝜏MR

−
𝜒 − 𝑃0,±1[𝜒]

𝜏MC
. (2­35)

其中 𝑃0和 𝑃0,±1分别为将函数 𝜒(𝒓, 𝜑)向函数空间 {1}与 {1, cos𝜑, sin𝜑}投影的
算子（定义式见 (3­4)）。注意，由局部电子数密度守恒条件 (2­31)和 (2­32)本应
给出 𝑃0[𝜒] ≡ 0，这里放松了这一条件，即允许有局部电子数密度净偏差 𝑛𝛿（定

义式见 (3­13)）。式 (2­35)将用于第 3章的数值计算以及第 4.1.2节的理论推导。
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2.2.3.3 边界散射模型

固体中的电子在边界处的反射主要包括两类基本模型，即镜面反射模型

（specular boundary）与漫反射模型（diffusive boundary）。前者是指反射前后电子
的切向速度分量保持不变，而法向速度分量反向，即服从几何光学中的反射定

律；而后者则是指边界某处的所有入射电子，反射时以同一速度大小沿各个方

向均匀出射，又称为热化反射。

对于实际的固体边界而言，一般兼具上述两类边界散射模型的性质，Fuchs
模型能够较为准确地描述这类实际情况 [52]。具体而言，Fuchs认为在边界某处
所有的入射电子中，有比例为 𝑝s 的电子将经历镜面反射，而其余的电子将以漫
反射形式出射。其中，常数 𝑝s 称为电子的边界镜面反射系数。此后的 Soffer散
射模型考虑了电子的波动性对边界散射的影响，得到镜面反射系数与切向角 𝜑i

间的依赖关系 [59]

𝑝s(𝜑i) = 𝑒−(𝛼bd sin𝜑i)2 , 𝛼bd = 4𝜋𝛿bd
𝜆F

.

其中，𝛿bd为壁面的方均根粗糙度，𝜆F = 2𝜋/𝑘F为电子的费米波长。
下面针对偏移形式的方程 (2­26)，引入相应的边界散射模型的数学描述 [65]。

设 𝒆n与 𝒆t分别为边界外法向和切向的单位矢量，且 (𝒆t, 𝒆n)构成平面右手系。不
妨假定 𝒆t 与 𝑥轴同向，𝜃 为局部坐标系 (𝒆t, 𝒆n)的方向角，则任一边界散射模型
均可表示为

𝜒(𝒓0, 𝜃) =
𝜋

∫
0

d𝜃′𝑟(𝜃, 𝜃′)𝜒(𝒓0, 𝜃′). (2­36)

其中，𝑟(𝜃, 𝜃′)称为散射核，代表由角度 𝜃′ ∈ (0, 𝜋)入射的电子从角度 𝜃 ∈ (−𝜋, 0)
出射的概率。由边界散射前后局部电子数守恒，可得散射核需满足的必要条件

0

∫
−𝜋

𝑟(𝜃, 𝜃′)d𝜃 = 1, 𝑎.𝑒. (2­37)

由此，常镜面反射系数 Fuchs边界与变镜面反射系数 Fuchs­Soffer边界的散射核
可分别写为

𝑟Fuchs = 𝑝s𝛿(𝜃 + 𝜃′) + 1 − 𝑝s
𝜋 , 𝑟F−S = 𝑝s(𝜃′)𝛿(𝜃 + 𝜃′) + 1 − 𝑝s(𝜃′)

𝜋 . (2­38)
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2.3 本章小结

本章基于固体电子的微观量子理论，引入了介观尺度上描述固体电子输运

的玻尔兹曼方程。然后针对实际低维材料的电子输运问题，给出了玻尔兹曼方

法的具体数学表述，即双弛豫近似电子玻尔兹曼方程的定解问题，为本文的后

续工作奠定了介观层次的理论基础。

前半部分从能带理论与朗道费米液体理论出发，考察了电子之间的相互作用

即库仑长程相互作用与自旋交换关联效应对其能带特征的影响，表明在 Hartree­
Fock基态近似的能带理论框架下，当由于准粒子之间的相互作用对局部电势的
影响导致的屏蔽效应较强时，相互作用电子系统可以用一个无相互作用的准电

子系统叠加上一个平均场进行描述。由此说明了单电子近似的合理性，因而介

观散射图像的基础即散射的局域性得以成立，并且可以由此建立电子波包运动

的准经典描述，并写出电子满足的玻尔兹曼方程。在各向同性能带有效质量近

似下，其形式与经典粒子服从的玻尔兹曼方程类似。

后半部分从典型二维材料的物理模型出发，建立了适用于描述二维材料电

子输运的介观玻尔兹曼方法。首先严格推导了偏移形式的二维电子玻尔兹曼方

程，并在忽略温度与化学势梯度的影响、平衡分布的高阶效应以及偏移量沿能

量方向的分布的条件下，导出了其简化形式。然后介绍了固体电子的介观散射

图像，通过归纳各类散射机制的特征，分别提出了针对原始形式与偏移形式方

程的双弛豫时间近似体相散射模型，并给出了 Fuchs型与 Fuchs­Soffer型边界散
射模型。由此，建立了二维电子玻尔兹曼方程的定解问题，为后面章节的数值工

作与理论研究奠定了基础。
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第 3章 电子玻尔兹曼方程的离散坐标法

本章将建立数值求解二维电子玻尔兹曼方程的离散坐标算法。首先叙述离

散坐标法的理论基础与关键步骤，即玻尔兹曼方程的无量纲化、算法思想与坐

标离散、内建电场计算与宏观量统计，由此给出离散坐标算法的基本流程。然后

通过求解弹道­扩散效应的算例，验证离散坐标算法的正确性。作为离散坐标算
法的应用，最后将研究二维电子流动的磁阻效应。

3.1 理论基础与算法描述

3.1.1 电子玻尔兹曼方程的无量纲化

本章的数值计算采用无限长二维直通道模型（如图 2.2(c)所示），以通道下
边界上任一点 𝑂为原点，沿流向和展向为 𝑥轴和 𝑦轴建立右手的平面直角坐标
系 𝑂𝑥𝑦。由于系统具有沿流向的对称性，因此 𝜒(𝒓, 𝜑)可简化为 𝜒(𝑦, 𝜑)。为数值
计算的方便，利用四个基本变量即元电荷绝对值 𝑒、费米能级 𝐸F、费米速度 𝑣F
以及二维直通道宽度𝑊，对偏移形式的电子玻尔兹曼方程 (2­29)进行无量纲化
（仍以原变量的符号标记相应的无量纲量，仅限第 3.1.1节和第 3.1.2节）

∂𝜒
∂𝑡 + 𝒆𝜌 ⋅ ∂𝜒

∂𝒓 − 𝛼mod(𝑬 + 𝒆𝜌 × 𝑩) ⋅ 𝒆𝜑
∂𝜒
∂𝜑 + 𝑬 ⋅ 𝒆𝜌 = 𝐶𝛿(𝜒). (3­1)

体相散射 𝐶𝛿(𝜒)的形式为

𝐶𝛿(𝜒) = −𝜒(𝒓, 𝜑) − 𝑃0[𝜒]
𝑙eff

+ 1
𝑙MC

𝑃±1[𝜒]. (3­2)

边界散射采用 Fuchs模型（𝑝s为常数或取为 Soffer形式 (2­38)）

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝜒(0, 𝜑) = 𝑝s(𝜑)𝜒(0, 2𝜋 − 𝜑) +
2𝜋

∫
𝜋

𝑑𝜑′

𝜋 [1 − 𝑝s(𝜑′)]𝜒(0, 𝜑′), 𝜑 ∈ (0, 𝜋),

𝜒(1, 𝜑) = 𝑝s(𝜑)𝜒(1, 2𝜋 − 𝜑) +
𝜋

∫
0

𝑑𝜑′

𝜋 [1 − 𝑝s(𝜑′)]𝜒(1, 𝜑′), 𝜑 ∈ (𝜋, 2𝜋).

(3­3)
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这里，𝛼mod = 𝐸F/(𝑚∗𝑣2
F) ≡ 1/2为无量纲常系数，𝑙eff = (𝑙MR

−1 + 𝑙MC
−1)−1

为无量

纲的有效散射平均自由程，投影算子 𝑃0[𝜒]和 𝑃±1[𝜒]的具体表达式为

𝑃0[𝜒] =
2𝜋

∫
0

d𝜑
2𝜋 𝜒, 𝑃1[𝜒] = cos𝜑

2𝜋

∫
0

d𝜑
𝜋 𝜒 cos𝜑, 𝑃−1[𝜒] = sin𝜑

2𝜋

∫
0

d𝜑
𝜋 𝜒 sin𝜑.

(3­4)
观察配有体散射项 (3­2)与边界条件 (3­3)的偏移形式电子玻尔兹曼方程 (3­

1)的定解问题，由于源项 𝑬 ⋅ 𝒆𝜌 的存在使得该问题不存在零解。而反观配有体

散射项 (2­30)的原始形式电子玻尔兹曼方程 (2­22)，如利用局部电子数密度守恒
条件 (2­31)和 (2­32)，则容易推出 𝐶(𝑓)为关于 𝑓 的线性函数；即使放松这一守
恒条件，即利用 (2­35)从偏移形式散射项 𝐶𝛿(𝜒)反推 𝐶(𝑓)，不难得到 𝐶(𝑓)同样
为关于 𝑓 的线性函数。再结合由 (3­3)反推出的关于 𝑓 为线性的边界条件可知，
原始形式的电子玻尔兹曼方程允许零解。由于这类齐次方程在迭代求解时可能

引发程序收敛到零解，因此对于数值格式的耗散特性以及迭代初值条件的选取

要求较高，尤其是在理论精确解未知的条件下初值的选择更为困难。由此可见，

利用含有源项的偏移形式电子玻尔兹曼方程进行数值计算在防止数值解分叉上

具有更为优良的性质，有利于求解电子输运对外场的响应特征。

3.1.2 算法基本思想与坐标离散

3.1.2.1 离散坐标法的基本思路

玻尔兹曼方程从数学上讲属于微分积分方程的一种，由于其体散射项包含

对角度坐标的积分项，因此需要对空间坐标与角度坐标同时进行离散，这正是

所谓离散坐标算法（Discrete Ordinate Method，简称 DOM）的基本策略。与声子
玻尔兹曼方程相比 [129]，电子玻尔兹曼方程 (3­1)中增加了一项角度偏导项。因
此，这时离散的角度坐标不但将用于数值积分，还将用于数值微分。

由此可见，应用离散坐标法求解电子玻尔兹曼方程面临两个紧密相关的问

题，即空间和角度坐标的离散与数值微分积分方法的选择。

坐标离散 由于空间坐标只用于数值微分，因此可以进行均匀离散；考虑到数值

积分的精度与效率，角度坐标可采用均匀离散或 Gauss 点离散两种方式，
分别对应于矩形积分与 Gauss积分。

数值微分 测试表明，对角度偏导项直接采用中心差分无法保证系数较大时格式

的收敛性。因此，这里采用空间偏导项与角度偏导项的“双迎风”格式，保

证格式的稳定型与收敛性。
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本文主要关注二维电子水动力学输运的稳态情形。对于稳态方程，常见方

法包括显式迭代、隐式迭代、化为非定常方程进行时间推进等方法。通过对

Callaway­BGK双弛豫近似下电子玻尔兹曼方程 (3­1)形式的考察，可利用方程
散射项 𝐶𝛿(𝜒)的无量纲弛豫时间作为迎风格式中的等效时间步长进行迭代（或
称“伪时间推进”）。容易写出无量纲方程 (3­1)如下的稳态形式

sin𝜑 ∂𝜒
∂𝑦 + 𝐹ext

∂𝜒
∂𝜑 + 𝑬 ⋅ 𝒆𝜌 = 𝐶𝛿(𝜒). (3­5)

其中，𝐹ext = −𝛼mod(𝑬 + 𝒆𝜌 × 𝑩) ⋅ 𝒆𝜑，并假定外场均匀定常。

3.1.2.2 方程与边界条件的离散格式

对求解域 [0, 1]𝑦 × [0, 2𝜋]𝜑 的离散如下：对于空间坐标，采用均匀网格

[𝑦𝑖, 𝑦𝑖+1] (𝑖 = 1, ..., 𝑁𝑦)，其中 𝑦𝑖 = (𝑖−1)/𝑁𝑦 (𝑖 = 1, ..., 𝑁𝑦 +1)为网格点，𝑁𝑦为网格

数。对于角度坐标，有均匀网格点或 Gauss点两种离散方式。测试表明，二者在
数值微分上的精度类似，考虑到数值积分时后者的精度更高，因此将采用 Gauss
点进行角度离散。另外，由于边界散射项 (3­3)中的角度坐标被分为了两个子区
间 ([0, 𝜋], [𝜋, 2𝜋])，因此这里分别对其进行离散，离散格点记为 𝜑𝑗(𝑗 = 1, ..., 𝑁𝜑)，
其中𝑁𝜑 =∶ 2𝑁𝜑0，𝑁𝜑0 为每个子区间的积分区间数。

对于 ∂𝜒/∂𝑦项，可以采用迎风格式离散为

sin𝜑 ∂𝜒
∂𝑦 |ctr

≃∶ | sin𝜑|
d𝑦 (𝜒ctr + sign(sin𝜑) − 1

2 𝜒up − sign(sin𝜑) + 1
2 𝜒down) . (3­6)

其中下角标 ctr代表格点 (𝑖, 𝑗)，up代表 (𝑖+1, 𝑗)，down代表 (𝑖−1, 𝑗) (𝑖 = 2, ..., 𝑁𝑦)。
对于 ∂𝜒/∂𝜑项，可类似地离散为

𝐹ext
∂𝜒
∂𝜑|ctr

≃∶ |𝐹ext| (
sign(𝐹ext) − 1

2
𝜒a.w. − 𝜒ctr

𝛥+
+ sign(𝐹ext) + 1

2
𝜒ctr − 𝜒c.w.

𝛥− ) .
(3­7)

其中下角标 ctr代表格点 (𝑖, 𝑗)，a.w.代表 (𝑖, 𝑗 +1)，c.w.代表 (𝑖, 𝑗 −1) (𝑗 = 1, ..., 𝑁𝜑)；
网格长度 𝛥±定义为 𝛥± = ±(𝜑𝑗±1 − 𝜑𝑗)。注意，这里格式是一阶的，截断误差为
𝒪(𝛥2)，其中 𝛥 ∶= max𝑗{|𝜑𝑗+1 − 𝜑𝑗|}。
对于投影算子 𝑃0[𝜒]和 𝑃0,±1[𝜒]（式 (3­4)）与边界散射条件（式 (3­3)），其

数值积分较为直接

𝐼𝐹 =
2𝜋

∫
0

𝐹 (𝜑)d𝜑 =∶
𝜋

∫
0

𝐹 (𝜑)d𝜑 +
2𝜋

∫
𝜋

𝐹 (𝜑)d𝜑. (3­8)
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右端两项可分别离散如下

𝜋

∫
0

𝐹 (𝜑)d𝜑 =∶ 𝜋
2

1

∫
−1

̃𝐹 (𝜑̃)d𝜑̃ ≃∶ 𝜋
2

𝑁𝜑0

∑
𝑘=1

𝑊𝑘 ̃𝐹 (𝜑̃𝑘) =∶
𝑁𝜑0

∑
𝑘=1

𝑊̃𝑘 ̃𝐹 (𝜑̃𝑘),

这里 𝜑 =∶ (𝜋/2)𝜑̃ + 𝜋/2, 𝑊̃𝑘 =∶ (𝜋/2)𝑊𝑘；以及

2𝜋

∫
𝜋

𝐹 (𝜑)d𝜑 =∶ 𝜋
2

1

∫
−1

̄𝐹 (𝜑̄)d𝜑̄ ≃∶ 𝜋
2

𝑁𝜑0

∑
𝑘=1

𝑊𝑘 ̄𝐹 (𝜑̄𝑘+𝑁𝜑0) =∶
𝑁𝜑0

∑
𝑘=1

𝑊̄𝑘 ̄𝐹 (𝜑̄𝑘+𝑁𝜑0),

这里 𝜑 =∶ (𝜋/2)𝜑̄ + 3𝜋/2及 𝑊̄𝑘 =∶ (𝜋/2)𝑊𝑘。𝑊𝑘是𝑁𝜑0 点 Gauss积分的权重。
至此，电子玻尔兹曼方程 (3­5)的数值格式可总结如下：

𝜒new
ctr = 1

1 + 𝛼n + 𝛽n (−𝐼𝛼n − 𝐼𝛽n − 𝑙eff𝑬 ⋅ 𝒆𝜌 + 𝐼scat) . (3­9)

其中

𝛼n ∶= 𝑙eff | sin𝜑|
d𝑦 ,

𝛽n ∶= 𝑙eff |𝐹ext| (−sign(𝐹ext) − 1
2

1
𝛥+

+ sign(𝐹ext) + 1
2

1
𝛥− ) ,

𝐼𝛼n ∶= 𝛼n (
sign(sin𝜑) − 1

2 𝜒up − sign(sin𝜑) + 1
2 𝜒down) ,

𝐼𝛽n ∶= 𝛽n (
sign(𝐹ext) − 1

2 𝜒a.w. − sign(𝐹ext) + 1
2 𝜒c.w.) ,

𝐼scat ∶= 𝑙eff (
1

𝑙eff
𝑃0[𝜒] + 1

𝑙MC
𝑃±1[𝜒]) .

其中的数值积分格式采用式 (3­8)。关于边界散射条件，𝜒在 𝑦 = 0, 𝜑 ∈ (0, 𝜋)以及
𝑦 = 1, 𝜑 ∈ (𝜋, 2𝜋)处的值可利用边界散射条件 (3­3)获得；其在 𝑦 = 0, 𝜑 ∈ (𝜋, 2𝜋)
以及 𝑦 = 1, 𝜑 ∈ (0, 𝜋)处的值可应用玻尔兹曼方程迭代公式 (3­9)获得。

对于上述数值格式的稳定性，可以看到迭代参数 𝛼n, 𝛽n 充当了时间推进中
迎风格式的 CFL数；而无量纲 𝑙eff 则相当于相应的时间步长，即算法以接近系
统最小平均散射自由时的时间间隔作为时间步长进行迭代。𝑙eff越小，迭代的速
度越慢，但数值格式越稳定。
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图 3.1 用于光信号检测的单层石墨烯场效应晶体管示意图 [19]

3.1.3 内建电场计算与宏观量统计

3.1.3.1 内建电场的计算与电中性条件

对于二维材料而言，电子数的体密度具有法向的奇异性，具体而言可以表

示为 𝑛(𝒓, 𝑡)𝛿(𝑧)，其中 𝑛(𝒓, 𝑡)为电子数的面密度（定义式见 (2­33)）。相关典型实
验装置的模型如图 3.1所示，二维材料与背栅电源间由绝对介电常数为 𝜖1 的介

电晶体填充，二维材料上方介质的绝对介电常数为 𝜖2。通过 Fourier变换求解三
维空间中的 Poisson方程，并在 𝑘𝑑𝜖1 → 0的极限下可得（𝑘为电子的波矢大小）

𝑛(𝒓, 𝑡) = 𝐶
𝑒 𝑈(𝒓, 𝑡). (3­10)

其中，𝐶 = 𝜖1/(4𝜋𝑑𝜖1)为单位面积上的电容，𝑈(𝒓, 𝑡) = 𝑈0 − 𝜙(𝒓, 𝑡)（𝑈0 为背栅电

压，𝜙(𝒓, 𝑡)为二维材料平面内电势）。上述极限近似又称缓变沟道近似（Gradual
Channel Approximation，简称 GCA），是实验上获得二维材料电子数密度分布的
一种常用方法 [19]，这里利用该近似来反求内建电场（其中偏差电子数面密度 𝑛𝛿

的定义见式 (3­13)）

𝑬int(𝒓, 𝑡) = −𝛁𝒓𝜙(𝒓, 𝑡) = 𝛁𝒓𝑈(𝒓, 𝑡) =
4𝜋𝑒𝑑𝜖1

𝜖1
𝛁𝒓𝑛(𝒓, 𝑡) ≡

4𝜋𝑒𝑑𝜖1

𝜖1
𝛁𝒓𝑛𝛿(𝒓, 𝑡). (3­11)

另外，由于数值求解玻尔兹曼方程的过程中可能出现累积误差，因此在实

际计算中还要施加如下的电中性条件对总电荷量作实时数值修正

𝑊

∫
0

𝑛𝛿(𝑦) d𝑦 = 0. (3­12)
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3.1.3.2 宏观量的统计表达式

一旦由数值计算获得了 𝜒(𝑦, 𝜑)的分布，即可依次统计出相应的宏观量 [44,65]

𝑛𝛿(𝒓, 𝑡) ∶= ∫ (𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) − 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌, 𝑡)) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 = 𝐷𝑃0[𝜒],

𝒋(𝒓, 𝑡) ∶= ∫ (−𝑒)𝒗(𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) − 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌, 𝑡)) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 = (−𝑒)𝐷𝑣F

2 (𝑃1[𝜒], 𝑃−1[𝜒])𝑻 .
(3­13)

其中，𝑛𝛿(𝒓, 𝑡)为局部的电子数面密度相对平均值 ̄𝑛的偏移量，𝒋(𝒓, 𝑡)为局部的电
流面密度；𝐷 = 𝑚/(𝜋ℏ2)为计入了自旋贡献的二维电子态密度，𝑃0[𝜒]、𝑃1[𝜒]与
𝑃−1[𝜒]分别为将函数 𝜒(𝑦, 𝜑)向子空间 {1}、{cos𝜑}和 {sin𝜑}投影的算子。

结合定义式 (2­34)和式 (2­33)、(3­13)，可得到宏观漂移速度 𝒖的表达式为

𝒖(𝒓, 𝑡) = 𝑷 (𝒓, 𝑡)
𝑚∗𝑛(𝒓, 𝑡) = 𝒋(𝒓, 𝑡)

(−𝑒)𝑛(𝒓, 𝑡) = 𝑣F
(𝑃1[𝜒/𝐸F], 𝑃−1[𝜒/𝐸F])T

2 . (3­14)

其中已经利用了 ̃𝑓0(𝒓, 𝒌) = 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌) 的波矢空间各向同性条件，电子数面密度
𝑛 ≃ ̄𝑛 = 𝐷𝜇(𝒓, 𝑡) ≃ 𝐷𝐸F的表达式以及 𝑃0,±1[𝜒] ≪ 𝐸F的能量偏差条件。

对于二维材料的流向电阻率 𝜌𝑥𝑥和 Hall电阻率 𝜌𝑥𝑦，定义并计算如下

𝜌2,𝑥𝑥 ∶= 𝑅2,𝑥𝑥
𝑊
𝑙𝑥

= 𝐸𝑥𝑙𝑥
𝑗𝑥𝑊

𝑊
𝑙𝑥

= 𝐸𝑥
𝑗𝑥

,

𝜌2,𝑥𝑦 ∶= 𝑅̄2,𝑥𝑦
𝑊
𝑙𝑦

= 1
𝑗𝑥𝑊

𝑊

∫
0

𝐸𝑦(𝑦) d𝑦 = 𝜌2,𝑥𝑥
̄𝐸𝑦

𝐸𝑥
.

(3­15)

其中，二维材料的电阻率 𝜌2,𝑥𝑖的单位为𝛺，而其电阻𝑅2,𝑥𝑖的单位仍为𝛺；𝑙𝑦 ≡ 𝑊
为展向特征长度， ̄𝐸𝑦 = (1/𝑊 ) ∫𝑊

0 𝐸𝑦(𝑦) d𝑦为展向内建电场平均值。

3.1.4 离散坐标法的流程简述

综合前文对理论基础与关键步骤的叙述，可总结出离散坐标法的流程如下：

1. 设置算例的实验条件，初始化偏移函数 𝜒(𝑦, 𝜑)；
2. 利用式 (3­13)由 𝜒n计算迭代前宏观变量，并利用 GCA近似 (3­10)得到当
前内建电场 𝑬int；

3. 利用迭代公式 (3­9)和边界条件 (3­3)进行迭代，得到 𝜒n+1；

4. 利用式 (3­13)由 𝜒n+1计算迭代后宏观变量，若其残差达到了给定精度，继

续；否则返回第 2步；
5. 利用式 (3­13)、(3­14)、(3­15)等计算宏观输运参数并输出，结束。
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3.2 离散坐标算法的数值验证

本节将基于弹道­扩散效应的研究，通过离散坐标法数值解与文献理论解的
对比 [44]，验证离散坐标算法的正确性，为后续的应用奠定基础。

3.2.1 弹道­扩散效应简介

弹道­扩散效应是指材料边界在粒子输运的过程中起重要作用时产生的现
象，往往发生在材料在某些方向的尺寸小到与粒子运动的平均自由程相当的条

件下。此时，粒子的宏观输运规律不再满足体材料中的扩散定律，如电子输运的

欧姆定律、声子①输运的傅里叶定律等，因此需要采用介观尺度的玻尔兹曼方程

进行精确描述 [57,130]。

电子输运的弹道­扩散效应实际上正是第 1 章中提到的 Knudsen­Gurzhi 效
应，具体是指在材料尺寸与体相电子散射平均自由程在量级上相当时，材料中

的电子在外加电场的驱动下，表现出微观机制与传统欧姆定律不同的输运特性。

从物理本质上来讲，电子输运的弹道­扩散效应的产生是三类效应相互竞争制衡
的结果，即弹道效应、欧姆扩散效应、粘性扩散效应；当某种效应占据主导地位

时，称电子输运处于相应的相区。各相区的基本特征见表 3.1。

表 3.1 电子输运的弹道­扩散效应的典型相区及其特征

相区类型 弹道相区 欧姆扩散相区 粘性扩散相区

主导散射 电子­边界散射 电子­声子/缺陷/杂质散射 电子­电子正规散射

特征尺度 𝑊 𝑙MR 　 𝑙MC

典型特征 非平衡、非局域 经典热耗散 粘性

电子输运的弹道效应即Knudsen效应，此时由于材料尺寸极小，电子与边界
的散射将占据主导，材料内部的电子处于强烈的非平衡状态，输运呈现出典型

的非局域特征，即某一点处的输运性质不仅与当地的物理量有关，还与附近位

置的物理量有关；欧姆扩散效应是高温区 Gurzhi效应的来源，也是室温下晶体
内部导电的经典热耗散机制，此时电子与声子或缺陷/杂质的散射占据主导，电
子在这一过程中将损失能量，并将这部分能量通过声子/缺陷/杂质传递给晶格并
最终以热耗散的形式释放到环境中；粘性扩散效应是低温区 Gurzhi效应的来源，

① 所谓声子是一种准粒子，代表了晶体中由于格点集体振动带来的能量激发，每一种声子代表了晶体格

点的一种集体振动模态。
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也是目前的研究热点之一，此时电子之间的正规散射占据主导，其总动量在这

一过程中保持守恒，从而将在宏观上表现出与经典粘性流体类似的粘性行为。

3.2.2 算例的问题描述

算例选自Molenkamp与 de Jong在 1995年发表的里程碑式论文 [44]。文章在

Ga[Al]As异质结内二维电子气的切线电阻率测量实验的基础上，推导了偏移形
式的二维电子玻尔兹曼方程 (2­29)的理论解，并且计算结果与实验曲线定性符
合得很好。文章建立的介观理论模型能够用于精细地考察 𝑙MC、𝑙MR、𝑊 等尺度

参数对宏观输运性质即电阻率的影响，同时也能够给出各输运相区内的流动速

度剖面，从而可以更准确地把握各类效应的微观特征。因此，这里选取其理论解

与本文离散坐标算法的数值解进行对比验证。

表 3.2 弹道­扩散效应算例的参数选取及定解条件

算例编号 算例 (1) 算例 (2) 算例 (3) 算例 (4)

边界模型 ∗ 𝑝s = 0.0 𝑝s为变量 𝛼bd为变量 𝛼bd = 0.7

散射性质
𝑙MR为变量 𝑙MR = 5𝑊 𝑙MR = 5.5𝑊 𝑙MR = 5𝑊

𝑙MC为基本变量

材料参数 𝑚∗ = 0.067𝑚, 𝑣F ≈ 2 × 105 m/s, 𝐸F ∼ 0.1 eV

外电磁场 ∗∗ 𝐸 = 0.1 V/m, 𝐵 = 0 𝑇
*：𝑝s 形式的条件对应 Fuchs模型，𝛼bd 形式的条件对应 Fuchs­Soffer模型。
**：已验证电阻率与电场强度无关，这源于偏移形式方程 (2­29)的线性响应特征。

这里选取了该文献中的四组算例用于算法的验证，各算例的参数选取及相

应的定解条件如表 3.2所示。图中的材料参数取自 Ga[Al]As [126]；这里注意，由
于文献与本文的离散坐标法均采用无量纲量进行求解，因此材料参数的选取不

会对结果有本质的影响。为方便后续讨论，这里参考文献的处理方法，引入电

子的有效平均自由程 𝑙Meff作为偏移量 𝜒 的特征尺度（这里上标M用以与式 (3­3)
进行区分）[44]

𝜒(𝑦, 𝜑) =∶ (−𝑒)𝐸 cos𝜑 𝑙Meff(𝑦, 𝜑).

定义 ̃𝑙Meff(𝑦) ∶= 𝑃1[cos𝜑 𝑙Meff(𝑦, 𝜑)]/ cos𝜑（算子的定义见式 (3­13)后的讨论），则

𝒖(𝑦) = (−𝑒)𝑬
𝑚∗𝑣F

̃𝑙Meff(𝑦),

35



进而由 𝒋 = 𝜎𝑬 的电导率定义，可以得到

𝜎 = 𝑛𝑒2

𝑚𝑣F

𝑊

∫
0

d𝑦
𝑊

̃𝑙Meff(𝑦) ≡ 𝑛𝑒2

𝑚𝑣F
𝐿M
eff.

其中 𝐿M
eff ∶= ̄̃𝑙Meff(𝑦) ≡ (1/𝑊 ) ∫𝑊

0 d𝑦 ̃𝑙Meff(𝑦)。由此可见，𝑙Meff(𝑦)和 𝐿M
eff分别就是量纲

为 [L]的速度剖面和电导率，本节将直接应用这两个有效平均自由程的概念进行
分析讨论。

3.2.3 算例结果与分析

图 3.2 ∼ 3.5表明，数值解与理论解符合得很好，从而验证了程序的正确性。
下面对各曲线反映的物理机理进行逐一的讨论。

3.2.3.1 动量弛豫散射平均自由程对电导率曲线的影响

由图 3.2可知，只有当体相弛豫散射的作用可以忽略不计时，才能发生由弹
道相区向粘性扩散相区的转变，此时与经典流体由 Knudsen流向 Poiseuille流转
变的机理类似；否则就会处于欧姆相区，此时电导率几乎不随电子­电子正规散
射平均自由程变化。详细的机理分析可参考图 1.7的说明。

(a)文献中的理论解 [44]
(b)离散坐标算法的数值解

图 3.2 弛豫散射自由程 𝑙MR的不同取值对电导率曲线的影响

3.2.3.2 Fuchs模型镜面反射系数对电导率曲线的影响

由图 3.3可知，只有边界散射具有一定的漫反射成分（或称扩散性质）时，
才有可能出现电导率随电子­电子正规散射平均自由程的变化。这是容易理解的，
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因为对于完全的镜面反射边界，边界处无法形成部分的局域平衡态，也就无法

为电子微团提供阻力，从而无法对电子的输运施加任何有效的影响。

(a)文献中的理论解 [44] (b)离散坐标算法的数值解

图 3.3 Fuchs模型下镜面反射系数 𝑝s的不同取值对电导率曲线的影响

3.2.3.3 Fuchs­Soffer模型边界散射参数对电导率曲线的影响

由图 3.4可知，应用 Fuchs­Soffer模型能够呈现出更明显的 Knudsen效应和
Gurzhi效应。这时因为在该模型中，掠入射的电子的镜面反射系数相对更大，即
边界对电子运动的表观阻力变小，因此只有要求 Fuchs­Soffer模型下边界处的大
入射角散射具有更强的扩散性，才能保证两类模型能够在弹道相区内获得相同

的电导率。由此可见，更强的边界扩散性是 Fuchs­Soffer模型能够呈现出更明显
的 Knudsen效应的本质原因。

(a)文献中的理论解 [44]

(b)离散坐标算法的数值解

图 3.4 Fuchs­Soffer模型下边界散射参数 𝛼bd的不同取值对电导率曲线的影响
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3.2.3.4 动量守恒散射平均自由程对速度剖面特征的影响

图 3.5展示了不同输运相区的速度剖面。由图可见，弹道相区呈现流动剖面
均匀、边界有明显滑移的特征，这是电子与边界的散射占据主导造成的，且此时

边界处以镜面反射为主，无法通过漫反射带来的局部热平衡为电子流体提供足

够的阻力；粘性扩散相区的流动类似于有滑移边界的抛物形状的 Posseuille 流，
这是由于此时电子之间的正规散射占据主导，由此导致的频繁的布朗无规运动

使得电子在宏观上表现出粘性特征；欧姆相区呈现出中部均匀、边界无滑移的

特征，整体趋于体相电阻率，这是由于电子与声子等之间的体相动量弛豫散射

占据主导，提供了沿空间均匀分布的阻力，这时边界处的漫反射也有所增强。

(a)文献中的理论解 [44] (b)离散坐标算法的数值解

图 3.5 守恒散射自由程 𝑙MC的不同取值对速度剖面特征的影响

3.3 离散坐标算法的应用

由上一节对弹道­扩散效应的模拟可以看到，离散坐标法直接基于描述介观
尺度粒子输运的玻尔兹曼方程，因此能够精细地捕捉到各类因素对其输运行为

的影响。与此同时，作为一种典型的数值算法，离散坐标法相比于传统的理论方

法还具备定量化的优势。例如，对于中等强度外场的情形，传统方法中的微扰理

论或渐近解法都将失效；而对于输运的强非平衡效应，传统方法亦难以对其进

行刻画。本节将应用离散坐标算法研究弹道相区以及粘性扩散相区的磁阻效应，

从而展现离散坐标法的定量优势。
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3.3.1 磁阻效应简介

如引言第 1.1节所述，磁阻效应是指外加磁场能够改变材料电阻率的现象。
磁阻效应的典型外场方向与材料几何模型如图 2.2所示。尽管由于材料维度的不
同，模型 (a)与模型 (b)(c)在宏观量统计和 Poisson方程的具体形式上有所区别，
但考虑到模型 (a)的展向平移对称性，且理论上内建电场的处理并不涉及 Poisson
方程的具体形式而只是将其作为单纯的未知量 [53,57]，由玻尔兹曼方程形式可知，

模型 (a)与模型 (b)(c)应具有相似的磁场响应特征。
前人对磁阻效应的研究始于金属薄膜中的尺寸效应 [53,57]，其几何模型如图

2.2(a)所示。由于此时边界的影响十分重要，由上一节的讨论可知，这对应于电
子输运的弹道相区。下面将从介观的物理图像上对弹道相区内磁场对材料流向

电阻率的影响进行简要分析，同时也为后面小节的分析提供一个直观的视角。

衡量磁场影响强弱的特征尺度是所谓的回旋半径 𝑟C（cyclotron radius）

𝑟C = 𝑚𝐵𝑣F
𝑒𝐵 , (3­16)

它描述了能带电子在外加磁场作用下运动的特征长度，其中 𝑚𝐵为电子的回旋有

效质量。在弹道相区内，材料的电导率主要由沿通道方向运动的电子贡献。当外

加磁场较弱时，回旋半径较大，因此会有部分原来沿通道方向运动的电子撞向

边界，从而导致电阻率升高；但当磁场进一步增加时，回旋半径减小，通道中心

轴线附近的电子由于磁场的作用在材料内部作回旋运动，并与材料中的声子/缺
陷/杂质发生散射损失能量，因此电阻率将降低并无限趋于体相电阻率。图 3.6(a)
展示了前人对二维电子气中磁阻效应的数值模拟结果，与上述讨论定性一致 [61]。

(a)弹道相区响应曲线 (b)粘性扩散相区响应曲线

图 3.6 弹道相区与粘性扩散相区的 𝜌𝑥𝑥 ∼ 𝐵响应曲线 [61]
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3.3.2 算例的问题描述

算例选自 Scaffidi等在 2017年发表的论文 [61]，图 3.6展示了文中对二维电
子气中磁阻效应的数值模拟结果。对比图 3.6(a)和图 3.6(b)可以发现：

• 一方面，在弹道相区，在 𝑊 /𝑟C ≃ 0.55 附近存在流向电阻率的极大值点，
这一点已经在上一小节中分析过；在 𝑊 /𝑟C = 2处存在电阻率曲线斜率的
突变，这恰对应于通道宽度为回旋半径的二倍。因此可以推断，在突变点

左侧，电阻率的降低主要源于边界散射强度的减弱；而在突变点右侧，电

阻率的降低则主要源于体相散射强度的增强。由从左至右斜率突然减小可

知，边界散射对于材料电阻率的影响很大。

• 另一方面，在粘性扩散相区，流向电阻率随磁场的增加而单调减小。从介
观的物理图像上分析，粘性扩散相区内的电子处于相互之间频繁碰撞的状

态，刻画其运动的特征量即为粘性。从动理论可知，粘性可近似为速度大

小与平均自由程的乘积。当磁场逐渐增强时，电子的速度大小仍将保持费

米速度不变，而平均自由程则会随着回旋半径的不断减小而减小，这导致

了粘性的降低从而使得电阻率不断减小；当磁场继续增强时，由于体相弛

豫散射的作用，电阻率不能无限减小，而是无限趋于体相电阻率。

该论文据此提出，可以通过流向电阻率 𝜌𝑥𝑥 随外加磁场 𝐵 变化曲线的特征来识
别电子的粘性扩散相区。

本文关于磁阻效应算例的参数选取见表 3.3。注意到，无量纲玻尔兹曼方程
(3­5)中的角度偏导项系数 𝐹ext 同时包含电场 𝑬 与磁场 𝑩 的影响，因此电场将
会对外加磁场有一定的修正作用。这里将考察外加电场 𝑬ext对磁阻效应的影响，

并从速度剖面的角度更精细地考察不同相区的流动特征。

表 3.3 磁阻效应算例的参数选取及定解条件

算例编号 算例 (1) 算例 (2)

边界模型 Fuchs模型，完全扩散边界 (𝑝s = 0.0)

散射性质 𝑊 ∶ 𝑙MR ∶ 𝑙MC = 1 ∶ 10 ∶ 1 𝑊 ∶ 𝑙MR ∶ 𝑙MC = 1 ∶ 10 ∶ 0.5

材料参数 𝑚∗ = 0.067𝑚, 𝑛 = 2.7 × 1011 cm−2, 𝑑𝜖 = 100 nm

外电磁场 ∗ 𝐸ext = 𝐸nd𝐸0 为变量（𝐸nd为无量纲量）

𝐵为基本变量
*：𝐸0 ∶= 𝐸F/(𝑒𝑊 ) ≃ 102 V/m为由四个基本特征量构造的特征电场强度。
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3.3.3 算例结果与分析

图 3.7和图 3.8分别给出了算例 (1)和算例 (2)的计算结果。

(a)流向电阻率 (b)速度剖面

图 3.7 弹道相区内磁阻效应的 DOM数值结果

(a)流向电阻率
(b)速度剖面

图 3.8 粘性扩散相区内磁阻效应的 DOM数值结果

图 3.7(a) 和图 3.8(a) 给出了不同外加电场条件下两个相区内材料电阻率对
磁场的响应曲线。从中可见，在较强电场下，电阻率­磁场曲线均出现了明显的
峰值，这与弹道相区的定性分析是相符的，但与粘性扩散相区的估计有一定差

异。而在弱电场下，电阻率­磁场曲线在两个相区均呈单调上升趋势，这一点与
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理论估计不完全相符，也反映出外加电场对材料电阻率的磁场响应的影响。经

过测试也发现，内建电场模型的选择对响应曲线的定性性质亦有重要的影响。

图 3.7(b)和图 3.8(b)给出了外加电场为 𝐸nd = 0.1时两个相区内在不同磁场
条件下的电子流动速度剖面。可以发现，无论是弹道相区还是粘性扩散相区，在

弱磁场条件下都呈现出了有边界滑移的类 Posseuille流抛物形状的速度剖面，而
在强磁场条件下都呈现出了中部均匀、边界处几乎无滑移的类欧姆相区的速度

剖面，这表明上一小节对磁场作用机理的定性分析是合理的。

3.4 本章小结

本章发展了二维电子玻尔兹曼方程数值求解的离散坐标算法，它直接对介

观尺度的玻尔兹曼方程进行数值离散，从而能够从定量上精确地捕捉弹道效应

等强非平衡效应以及中等强度外场作用下电子的输运行为。

前半部分提出了离散坐标法的数值格式与算法流程。首先基于无限长二维

直通道模型，采用四个基本特征量对偏移形式电子玻尔兹曼方程进行了无量纲

化处理，并指出了含有源项的偏移形式电子玻尔兹曼方程在理论求解与数值计

算上的优势。然后针对稳态问题的玻尔兹曼方程，采用对流项的双迎风离散与

散射项的 Gauss积分，得到了数值稳定性较好的离散坐标迭代格式，并分析了其
物理意义，即迭代采用以接近系统最小散射平均自由时的时间间隔作为其时间

步长。接着根据典型的实验条件，给出了基于缓变沟道近似的内建电场计算方

法。最后结合宏观量的统计表达式，简述了离散坐标算法的具体流程。

后半部分进行了离散坐标算法的数值验证并将其应用于电子水动力学现象

的研究。数值验证基于在微纳材料中典型的电子弹道­扩散效应，讨论了对各输
运相区的特征尺度对电导率的影响。通过在定量上精确复现原始文献中的理论

解，说明了本文发展的离散坐标算法的正确性，也表明了其能够捕捉非平衡效

应的优势。应用研究则着眼于弹道相区以及粘性扩散相区内的磁阻效应，一方

面基于对角度偏导项构成的讨论，考察了外加电场强度对磁阻效应的影响，同

时发现了内建电场模型对于磁阻效应的重要影响；另一方面，从速度剖面的角度

精细地考察了不同相区的流动特征，验证了此前对磁场作用机理的定性分析。
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第 4章 扩散相区的宏观流体力学方程

室温条件下，晶体材料中的电子以经历电子­声子散射为主；而在极低温条
件下，电子以经历电子­杂质/缺陷散射为主。只有在特定的低温范围内，电子之间
的正规散射才有可能占据主导，这时电子流体在宏观上将服从与经典流体类似

的流体力学方程。本章首先将分别采用两种方法对电子玻尔兹曼方程进行升尺

度展开，由此推导相应的电子宏观流体力学方程。其一是基于 Chapman­Enskog
展开的摄动方法，提出双弛豫近似的拟平衡分布的概念，得到同时适用于欧姆

扩散相区与粘性扩散相区（合称为扩散相区）的宏观方程；其二是基于 Fourier
谱的 Grad矩方法，对前人研究中角度偏导项缺少电场贡献的问题作出修正，同
时澄清电子宏观流体力学方程的适用条件。接着将利用由矩方法得到的形式更

为完整的电子流体力学方程，归纳电子流体的流动特点并将其与经典流体进行

对比。最后通过求解二维定常平行剪切流问题，确定宏观电子流体力学方程的

适用范围，并对电子流体的流动特征量作初步的分析。

4.1 求解电子玻尔兹曼方程的升尺度方法

目前有关电子玻尔兹曼方程的升尺度方法主要集中在对 Grad矩方法的研究
上 [65,108]。在前人的研究中，或者仅仅考虑了电子之间正规散射的作用，忽略

了固体材料中电子­声子散射的弛豫效应 [108]；或者忽略了电场对角度偏导项的

贡献，同时高阶方程的截断性条件仍不甚清晰 [65]。因此，对前人的现有理论作

出修正，并提出具有更为明确的截断性条件与更为广泛的适用范围的升尺度方

法是非常必要的。本节将给出电子玻尔兹曼方程的升尺度方法，主要包括基于

Chapman­Enskog展开的摄动方法和基于 Fourier谱的 Grad矩方法。这里的推导
将基于第 2.2.2节的双弛豫近似电子玻尔兹曼方程展开。

4.1.1 基于 Chapman­Enskog展开的摄动方法

相比于当前研究采用较多的 Grad矩方法，基于 Chapman­Enskog展开的摄
动方法具有更为明确的截断条件和更加清晰的物理意义，在高阶 Burnett方程的
推导、声波色散关系的研究等方面都有着重要的应用 [115]。因此，本小节将首先

尝试采用摄动方法进行升尺度展开，并给出相应宏观方程的适用条件。
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4.1.1.1 Chapman­Enskog摄动展开简介

Chapman­Enskog摄动展开方法最初由 Sydney Chapman和 David Enskog分
别于 1910年和 1920年各自独立提出，最早用于导出近局部平衡的多组分气体
混合物的宏观流体力学方程。该方法的基本思路是 [128]

1. 对介观玻尔兹曼方程的各项进行量级估计，将数量差距较大的两项的量级
之比设置为小参数用于渐近展开；

2. 将非平衡分布函数在局部平衡分布函数附近用该参数作摄动展开，并将各
类偏导数算子作类似的摄动分解；

3. 根据不同小参数幂次的系数相互独立得到各级次的近似方程，对各个级次
逐级求解并对高级渐近项进行截断；

4. 基于由上述步骤得到的渐近解，由此可以通过计算其各阶矩，获得封闭形
式的宏观方程及相应的输运系数。

由上述摄动展开的基本思路可知，小参数的设置是其中的关键一环。对于

气体分子输运的玻尔兹曼方程 (2­2)，左端漂移项与右端散射项的量级之比可估
计为 Kn ∶= 𝑙/𝑙0，其中 𝑙为气体分子运动的平均自由程，𝑙0 为宏观过程的特征长

度尺度；当 Kn ≪ 1时，可将其作为小参数进行摄动展开，此时系统处于以气体
分子之间频繁碰撞为主的粘性扩散相区 [115]。对于低温条件下声子输运的玻尔兹

曼方程，由于这时声子之间的正规散射较为显著，其动量弛豫散射项与动量守

恒散射项的量级之比可估计为 Kn ∶= 𝜏MC/𝜏MR ≪ 1，因此可将其作为小参数进
行摄动展开，由此可以得到描述非傅里叶导热的声子水动力学方程 [50]。

对于低温条件下的电子玻尔兹曼方程 (2­22)，采用与声子水动力学方程类似
的推导方法即可导出相应的电子流体力学方程，但该方程只适用于低温条件下

的粘性扩散相区。本小节将引入双弛豫近似的拟平衡分布，并设置新的小参数

进行摄动展开，由此得到比上述方案适用范围更广的宏观方程。这里采用原始

形式的玻尔兹曼方程 (2­22)及相应的双弛豫近似散射项 (2­30)进行推导，即

∂𝑓
∂𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂𝑓

∂𝒓 + 𝑭 ⋅ ∂𝑓
∂𝒑 = 𝐶(𝑓). (4­1)

𝐶(𝑓) = 𝐶MR(𝑓 ) + 𝐶MC(𝑓 ) ∶= −
𝑓 − 𝑓 eq

MR
𝜏MR

−
𝑓 − 𝑓 eq

MC
𝜏MC

. (4­2)

这里，𝑓 eq
MR ∶= 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌)以及 𝑓 eq

MC ≡ 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌 − 𝒖 ⋅ 𝒑)分别为背景参考系以及宏观
漂移速度为 𝒖的运动参考系中的 Fermi­Dirac平衡分布。
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4.1.1.2 电子态分布函数各级渐近解的导出

将原始形式的玻尔兹曼方程 (4­1)两端取速度的零阶矩及一阶矩，结合右端
散射项的守恒条件 (2­31)和 (2­32)，可得

∂𝑡𝑛 + ∂𝒓 ⋅ (
𝑷
𝑚∗ ) = 0,

∂𝑡 (
𝑷
𝑚∗ ) + ∂𝒓 ⋅ (

𝑻
𝑚∗ ) = −(𝑷 /𝑚∗)

𝜏MR
+ 𝑭macro.

(4­3)

这里，𝑭macro = (−𝑒)(𝑛𝑬 + (𝑷 /𝑚∗) × 𝑩)为单位面积的二维电子流体所受的面积力，
𝑻 为电子微团的局部动量通量密度

𝑻 (𝒓, 𝑡) ∶= ∫ 𝒑𝒗𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 . (4­4)

由此可见，只要得到 𝑻 = 𝑻 (𝑛, 𝑷 )的表达形式，即可封闭上述流体力学方程组，
这也是 Chapman­Enskog摄动展开的主要目标。

区别于前人的研究，这里首先将散射项 (4­2)等价地改写为

𝐶(𝑓) =∶ −
𝑓 − 𝑓 eq

eff
𝜏eff

. (4­5)

其中，𝜏eff ∶= (𝜏MR
−1 + 𝜏MC

−1)−1
为有效弛豫时间，𝑓 eq

eff称为拟平衡分布

𝑓 eq
eff =

𝜏−1
MR

𝜏−1
MR + 𝜏−1

MC
𝑓 eq
MR +

𝜏−1
MC

𝜏−1
MR + 𝜏−1

MC
𝑓 eq
MC. (4­6)

下面将在拟平衡分布 𝑓 eq
eff附近作 Chapman­Enskog摄动展开，通过求解各级近似

下的非平衡分布得到上述方程的封闭关系 𝑻 = 𝑻 (𝑛, 𝑷 )。
首先对原始形式玻尔兹曼方程进行无量纲化，可以得到（𝑋̃ 表示无量纲量）

∂𝑓
∂ ̃𝑡 + ̃𝒗 ⋅ ∂𝑓

∂ ̃𝒓 + ̃𝑭 ⋅ ∂𝑓
∂ ̃𝒑 = −

𝑓 − 𝑓 eq
eff

Kn
. (4­7)

由此可知，左端漂移项与右端散射项的量级之比为 𝜀Kn ≡ Kn = 𝜏eff/𝑡0（暂时忽略

动量偏导项的影响），其中 𝑡0为宏观过程的特征时间尺度。在 𝜀Kn ≪ 1的条件下，
将电子态分布函数和各类偏导数算子对小参数 𝜀Kn作如下的摄动展开

𝑓 =∶ 𝑓 (0) + 𝜀Kn𝑓 (1) + 𝜀2
Kn𝑓

(2) + ...

∂𝑡 =∶ 𝜀Kn∂
(1)
𝑡 + 𝜀2

Kn∂
(2)
𝑡 , ∂𝒓,𝒌 =∶ 𝜀Kn∂

(1)
𝒓,𝒌.

(4­8)
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其中，上标 (𝑖)代表分布函数或偏导数算子关于小参数 𝜀Kn的 𝑖级渐近分量。
将上述展开式代入带有拟平衡分布散射项 (4­6) 的原始形式玻尔兹曼方程

(4­1)中，可得到关于小参数 𝜀Kn的各级摄动方程，进而解出如下的各级渐近解

𝜀0
Kn ∶ 𝑓 (0) = 𝑓 eq

eff

𝜀1
Kn ∶ 𝑓 (1) = −𝜏eff𝐷(1)𝑓 (0)

𝜀2
Kn ∶ 𝑓 (2) = −𝜏eff[𝐷(1)𝑓 (1) + ∂(2)

𝑡 𝑓 (0)]

其中，𝐷(1) = ∂(1)
𝑡 + 𝒗 ⋅ ∂(1)

𝒓 。这里需要指出，𝜀Kn 实际上是作为无量纲方程 (4­7)
中的无量纲尺度参数定义的，因此在有量纲的表达式如摄动展开式 (4­8)和 (4­9)
中应取 1，仅具有形式上区分量级大小的意义。

4.1.1.3 各级宏观量计算与宏观方程的封闭

基于电子态分布函数的摄动展开式 (4­8)，由各阶宏观量的定义 (2­33) 和
(4­4)，可以给出相应的摄动展开式

𝑛 =∶ 𝑛(0) + 𝜀Kn𝑛(1) + 𝜀2
Kn𝑛

(2) + ...

𝑷 =∶ 𝑷 (0) + 𝜀Kn𝑷 (1) + 𝜀2
Kn𝑷

(2) + ...

𝑻 =∶ 𝑻 (0) + 𝜀Kn𝑻 (1) + 𝜀2
Kn𝑻

(2) + ...

(4­9)

其中，上标 (𝑖)代表相应宏观量关于小参数 𝜀Kn的 𝑖级渐近分量。
由后文的讨论可知，𝑷 (0) 与 𝑷 成常比例系数的正比关系，这是由于拟平衡

分布还包含了部分弛豫效应，使得动量密度 𝑷 不再是良好的守恒量所致。不过
可以证明，这里的处理与在最大熵非平衡分布附近做摄动展开是类似的，由此

得到的动量通量张量 𝑻 仍具有正确的形式（至少在一级近似下）[51]。
对于零级宏观量的计算，此时被积函数为零级近似分布函数 𝑓 eq

eff，具体为 𝑓 eq
MR

和 𝑓 eq
MC的线性组合（见式 (4­6)）。由于直接积分 𝑓 eq

eff比较复杂，而 𝑓 eq
MR ≡ 𝑓0(𝜀𝒌)

的积分计算则较为简单①，因此将 𝑓 eq
eff在 𝑓0(𝜀𝒌)附近作二阶 Taylor展开

𝑓 (0) ≃ 𝑓0 + 𝜏eff
𝜏MC (

−𝑚∗𝒖 ⋅ 𝒗∂𝑓0
∂𝜀𝒌

+ 1
2𝑚∗2𝒖𝒖 ⋅ ⋅ 𝒗𝒗∂2𝑓0

∂𝜀2
𝒌 )

. (4­10)

① 𝑓 eq
MR 的定义依次见式 (4­2)、(2­23)及 (2­1)附近的文字说明。
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此处的解释略显牵强，缺乏最大熵非平衡分布类似的物理基础。实际上，由后文可知此处零级近似竟然与原变量成正比例关系，且当 Kn_eff << 1 时该系数并不趋近于1，这说明应当补充 τ_MR/τ_MC >> 1 的条件才能使渐近展开式的含义清楚。相应地，4.1.1.4 节中也应当补充进该条件。



结合 𝜇 ≃ 𝐸F ≃ ∫∞
0 𝜀𝒌𝑓0(𝜀𝒌)𝐷d𝜀𝒌（要求 𝑘B𝑇 ≪ 𝐸F ≡ 𝜇(𝑇 = 0 K)）以及

|𝒖| ≪ 𝑣𝐹 的近似条件，并利用各向同性能带关系的对称性，可以得到零级宏观

量的如下近似表达式

𝑛(0) ≃ 𝐷𝜇,

𝑷 (0) ≃ 𝑚∗𝑛(0)𝒖eff,

𝑻 (0) ≃ 𝒫𝑰.

(4­11)

其中，𝒖eff ∶= (𝜏eff/𝜏MC) 𝒖为电子流体在零阶近似下的有效宏观漂移速度，𝒫 ∶=
(𝐷𝜇2)/2 ≡ (𝜇𝑛(0))/2为二维电子气的简并压强 [122]。将零级宏观量 𝑻 (0) 的表达式

(4­11)代入宏观方程 (4­3)中即可得到电子的 Euler方程。这里，𝒫 = (𝜇𝑛(0))/2是
作为状态方程出现的，并且由于忽略了动量通量密度中 𝒖的贡献，得到的方程
中不含对流项。结合式 (4­11)和式 (2­34)可以得到

𝑷 (0) = 𝜏eff
𝜏MC

𝑷 .

对于一级宏观量的计算，充分利用零级宏观量的定义式，可以得到

𝑛(1) = −𝜏eff (∂(1)
𝑡 𝑛(0) + ∂(1)

𝒓 ⋅ (
𝑷 (0)

𝑚∗ )) ,

𝑷 (1) = −𝜏eff (∂(1)
𝑡 𝑷 (0) + ∂(1)

𝒓 ⋅ 𝑻 (0) − 𝑚∗𝑭 (0)
macro) ,

𝑻 (1) = −𝜏eff (∂(1)
𝑡 𝑻 (0) + 𝑳(1)(𝑬, 𝑩)) − 𝑚∗𝑛(0)𝝈.

(4­12)

其中，𝑳(1)为关于外场的线性算子，𝝈 = 𝜈[(𝛁 ⋅ 𝒖eff)𝑰 + (𝛁𝒖eff + 𝒖eff𝛁)]为粘性应力
张量，这里 𝜈 = (𝑣2

F𝜏eff)/4为电子流体的运动学粘度系数，形式与前人采用宏观方
法得到的结果一致 [99]。动量通量密度 𝑻 (0)时间偏导项的计算依赖于更高阶矩的

宏观方程，这里暂且保留其形式。由式 (4­12)可以清晰地看到电子粘性的涌现，
同时外加电磁场以线性方式影响电子流体的流动，这实际上对应于弱场的情形。

4.1.1.4 截断条件与适用条件

由 Chapman­Enskog 展开的小参数条件可知，上述截断近似要求 Kn =
𝜏eff/𝑡0 ≪ 1。由此可见，该方法既适用于低温时 𝜏MC ≪ 𝑡0, 𝜏MR 的粘性扩散相

区，又适用于高温条件下 𝜏MR ≪ 𝑡0, 𝜏MC的欧姆扩散相区。这实际上要求材料的

尺寸充分大，使得边界散射带来的弹道效应可以忽略。
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4.1.2 基于 Fourier谱的 Grad矩方法

从上一小节可知，利用摄动方法得到的宏观流体力学方程只能描述外加磁

场较弱的情形，从而不能完整地反映外场对电子输运的影响。因此，本小节将采

用基于 Fourier谱的 Grad矩方法重新推导宏观电子流体力学方程，并就前人研
究中忽略的宏观方程适用条件的问题作以细致讨论。

4.1.2.1 Grad矩方法简介

Grad型矩方法是将非平衡分布函数在波矢空间中的一组完备正交基上进行
谱分解，利用基函数的正交性获得对应于每个基函数的谱系数方程，然后基于介

观玻尔兹曼方程在波矢空间的加权积分，通过建立谱系数与宏观量之间的关系

进而得到宏观量满足的方程。在实际操作中，往往采用一组非完备但足够接近解

子空间的正交基底，这等价于对谱系数方程链采取高阶项的截断近似。由 Grad
矩方法的定义可知，根据研究目的选取合适的基函数非常重要。常见的基底包

括各类正交多项式、三角函数等。对于水动力学效应而言，由于保持总动量守恒

的散射机制十分关键，考虑到动量投影算子 𝑃±1[𝜒]的表达形式，采用 Fourier基
{1, cos𝜑, sin𝜑, ...}作为基底对偏移量 𝜒(𝒓, 𝜑)进行谱分解是最为自然的 [65]。

本小节的推导将在频域中进行，以方便对周期性外场激励等非定常问题的

研究。将经过简化的偏移形式玻尔兹曼方程 (2­29)以及相应的双弛豫近似散射
项 (2­35)经 Fourier变换映射到频域中①，有

− i𝜔𝜒𝜔(𝒓, 𝜑) + 𝑣F𝒆𝜌 ⋅ [𝛁𝒓𝜒𝜔(𝒓, 𝜑) + 𝑒𝑬𝜔] + (𝜔𝐸 + 𝜔C)𝛁𝜑𝜒𝜔(𝒓, 𝜑) = 𝐶𝛿(𝜒𝜔). (4­13)

以及

𝐶𝛿(𝜒𝜔) = 𝐶𝛿,MR(𝜒𝜔) + 𝐶𝛿,MC(𝜒𝜔) ∶= −𝜒𝜔 − 𝑃0[𝜒𝜔]
𝜏MR

−
𝜒𝜔 − 𝑃0,±1[𝜒𝜔]

𝜏MC
. (4­14)

其中，下标处的 𝜔 表示频域中的物理量，𝜔C ∶= 𝑒𝐵/𝑚𝐵 为磁场贡献的方向角

变化频率（称为回旋频率），这里 𝑚𝐵 为电子的回旋有效质量并认为其与电子

的能带有效质量相等 𝑚𝐵 = 𝑚∗，同时已假定 𝑩 ≡ 𝐵 ̂𝑧（ ̂𝑧 为法向单位矢量）；
𝜔𝐸 ∶= (−𝑒)𝑬 ⋅ 𝒆𝜑/𝑝F =∶ 𝝎𝐸 ⋅ 𝒆𝜑 为电场贡献的波矢方向角变化频率，不妨称之

为电致回旋频率。值得指出的是，电致回旋频率在前人的研究中往往被忽略不

计 [46,65]，这里将其保留以考察其对电子输运的影响。

① 此处的 Fourier 变换是将方程从时域 𝑡 中变换至频域 𝜔 的一种函数变换，而在 Grad 矩方法中应用的
Fourier谱分解则可看作波矢空间中的函数项级数展开。注意两个数学概念的区分。
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4.1.2.2 散射项与宏观量的谱系数表达

根据 Grad 矩方法的思路，将偏移量 𝜒𝜔(𝒓, 𝜑) 在波矢空间的 Fourier 基
{𝑒±i𝑛𝜑}𝑛=0,±1,...上作 Fourier展开

𝜒𝜔(𝒓, 𝜑) =∶
+∞

∑𝑛=−∞
𝜒𝜔,𝑛(𝒓)𝑒i𝑛𝜑, (4­15)

其中的 Fourier系数（也称作 Fourier谱）为

𝜒𝜔,𝑛(𝒓) =∶
2𝜋

∫
0

d𝜑
2𝜋 𝑒−i𝑛𝜑𝜒𝜔(𝒓, 𝜑).

由式 (3­8)可知，投影算子与时域上的 Fourier谱的关系为

𝑃0[𝜒] = 𝜒0, 𝑃1[𝜒] = (𝜒−1 + 𝜒1) cos𝜑, 𝑃−1[𝜒] = (−i)(𝜒−1 − 𝜒1) sin𝜑.

由此可将频域上的散射项 (4­14)进一步写为

𝐶𝛿,MR(𝜒𝜔) = −
𝜒𝜔 − 𝜒𝜔,0

𝜏MR
,

𝐶𝛿,MC(𝜒𝜔) = −
𝜒𝜔 − (𝜒𝜔,0 + 𝜒𝜔,1𝑒i𝜑 + 𝜒𝜔,−1𝑒−i𝜑)

𝜏MC
.

(4­16)

由式 (3­13)及式 (3­14)，可以得到 Fourier谱系数与频域上的局部电子数面
密度偏移量 𝑛𝛿 和局部电子动量密度 𝑷 等宏观量的关系

𝑛𝛿,𝜔(𝒓) = 𝐷𝜒𝜔,0,

𝑷𝜔(𝒓) = 𝑚∗𝑣F𝐷 (
𝜒𝜔,−1 + 𝜒𝜔,1

2 , (−i)
𝜒𝜔,−1 − 𝜒𝜔,1

2 ) .
(4­17)

定义电子微团的局部动量通量密度相对平衡状态的偏移量 𝑻𝛿

𝑻𝛿(𝒓, 𝑡) ∶= ∫ 𝒑𝒗(𝑓(𝒓, 𝒌, 𝑡) − 𝑓0(𝒓, 𝜀𝒌, 𝑡)) 2 d2𝒌
(2𝜋)2 . (4­18)

则频域上的局部动量通量密度偏移量 𝑻𝛿 可用 Fourier谱系数表达为

𝑻𝛿,𝜔(𝒓) =
𝑚∗𝑣2

F
2 𝐷 [𝜒𝜔,0𝑰 +

𝜒𝜔,−2 + 𝜒𝜔,2
2 𝜏𝑧 +

𝜒𝜔,−2 − 𝜒𝜔,2
2i 𝜏𝑥] . (4­19)
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其中，𝑰 为单位二阶张量，𝜏𝑖 (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧)为 Pauli矩阵在直角坐标系中的投影

𝜏𝑥 =
(

0 1
1 0)

, 𝜏𝑦 =
(

0 −i
i 0 )

, 𝜏𝑧 =
(

1 0
0 −1)

. (4­20)

4.1.2.3 宏观方程的导出与边界条件的构造

将 Fourier级数展开式 (4­15)代入偏移形式玻尔兹曼方程 (4­13)，取 𝑛 = 0, ±1
可分别得到电子流体的连续性方程以及动量方程如下

−i𝜔𝑛𝛿,𝜔 + 𝛁 ⋅ (
𝑷𝜔
𝑚∗ ) = 0, (4­21)

−i𝜔𝑷𝜔
𝑚∗ + 𝛁 ⋅ (

𝑻𝛿,𝜔
𝑚∗ ) +

𝑣2
F𝐷
2 𝑒𝑬𝜔 + (𝜔C

𝑷𝜔
𝑚∗ + 𝝎𝐸 ⋅

𝑻𝛿,𝜔
𝑝F ) × ̂𝑧 = −𝑷𝜔/𝑚∗

𝜏MR
. (4­22)

为了得到上述方程的封闭形式，还需要利用 𝑛 = ±2对应的谱系数方程并忽
略 |𝑛| ⩾ 3的高阶项以求出本构关系

𝑻𝛿,𝜔(𝒓) = 𝑛𝛿,𝜔(𝒓) ̄𝑛
𝐷𝑰 − 𝝈′

𝜈,𝜔(𝒓) − 𝝈𝐸,𝜔(𝒓). (4­23)

其中，粘性应力 𝝈′
𝜈,𝜔的表达式为

𝝈′
𝜈,𝜔 = (𝜈𝜔 + i𝜈H,𝜔𝜏𝑦)[(∂𝑥𝑃𝑥 − ∂𝑦𝑃𝑦)𝜏𝑧 + (∂𝑥𝑃𝑦 + ∂𝑦𝑃𝑥)𝜏𝑥].

而 𝝈𝐸,𝜔则为电致回旋应力项

𝝈𝐸,𝜔 = 2
𝑣F

[(𝛼𝐸𝑃𝑥 − 𝛽𝐸𝑃𝑦)𝜏𝑧 + (𝛽𝐸𝑃𝑥 − 𝛼𝐸𝑃𝑦)𝜏𝑥].

这里，正常粘性 𝜈𝜔与 Hall粘性 𝜈H,𝜔的微观表达式分别为

𝜈𝜔 =
𝑣2
F

4
𝜏eff−1 − i𝜔

(𝜏eff−1 − i𝜔)2 + 4𝜔2
C

, 𝜈H,𝜔 = −
𝑣2
F

2
𝜔C

(𝜏eff−1 − i𝜔)2 + 4𝜔2
C

.

式中 𝜏eff ∶= (𝜏MR
−1 + 𝜏MC

−1)−1
为电子散射的有效弛豫时间。记 𝝂𝜔 = (𝜈𝜔, 𝜈H,𝜔)，

则电致回旋应力项中的系数 𝛼𝐸 和 𝛽𝐸 可分别表达为

𝛼𝐸 = 𝝎𝐸 ⋅ 𝝂𝜔, 𝛽𝐸 = (𝝎𝐸 × 𝝂𝜔) ⋅ ̂𝑧.

这样，式 (4­21)、(4­22)、(4­23)便构成了封闭的电子流体力学方程组。
由方程组的形式，可以定性分析动量弛豫散射与动量守恒散射对电子流动

的影响。具体而言，从动量方程 (4­22)与动量通量偏移量的表达式 (4­23)可知，
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动量弛豫散射（𝜏MR）既会造成动量 𝑷 的弛豫，也会造成动量通量偏移量 𝑻𝜹的

弛豫；而动量守恒散射（𝜏MC）只影响动量通量的弛豫从而导致粘性的产生，而

不直接影响动量本身。事实上，由于动量 𝑷 与动量通量偏移量 𝑻𝛿 分别来源于偏

移分布的一阶和二阶谱系数（见式 (4­17)和 (4­19)），从散射项的形式 (4­16)可
以清晰地看出 𝜏M𝑖对偏移分布各阶谱系数进而对宏观量的弛豫效应。

假定边界处电子的动量密度与粘性应力 𝝈′的非对角元成正比，则可将边界

滑移条件在第 2.2.3.3节引入的边界局部坐标系 (𝒆t, 𝒆n)中表达为 [65]

𝒆t ⋅ 𝝈′ ⋅ 𝒆n + (𝜈/𝑙b)𝒆t ⋅ 𝑷 = 0. (4­24)

忽略 ℱ𝑛(|𝑛| > 2)的贡献，则有

0

∫
−𝜋

𝑟(𝜃, 𝜃′)d𝜃 = 1 ⇒ 𝒆n ⋅ 𝑷 = 0. (4­25)

利用 Fuchs边界散射模型，可求得边界滑移长度 𝑙b的介观表达式

𝑙b = 𝜈
𝑣F

24𝜋
9𝜋2 − 32

1 + 𝑝s
1 − 𝑝s

. (4­26)

这里 𝑝s为电子在边界处的镜面反射系数，且修正了文献中的计算错误。

4.1.2.4 截断条件与适用条件

现考虑电子的宏观流体力学方程组 (4­21)、(4­22)、(4­23) 的截断条件。由
分布函数的谱系数与各阶矩即宏观量的对应关系 (4­17)和 (4­19)及其推广可知，
在推导过程中截断的高阶项相当于忽略了高阶矩的非平衡效应。利用动量方程

(4­22) 对作为分布函数各阶矩的宏观量的量级估计可知，相邻高阶矩与低阶矩
（如 𝑻𝛿 和 𝑷）相应项的量级之比为 Kn = 𝜏eff/𝑡0，其中 𝑡0 为宏观过程对应的时间

尺度。因此，当 Kn数满足 Kn ≪ 1的条件时，可以忽略高阶矩的影响，从而将谱
系数方程中的高阶项截断。容易看到，这正对应于电子输运的扩散相区 [108]①。

① 扩散相区的定义见本章导语及第 3.2.1节的讨论。
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4.2 电子流体力学方程的特点及应用

4.2.1 电子流体力学方程的特点

应用唯象方法无法给出宏观方程输运参数的微观来源及方程的适用性，因

此也不易完整地考虑电子流动的各类效应。下面基于由 Grad矩方法进行严格升
尺度展开得到的电子流体力学方程 (4­21)、(4­22)和 (4­23)，归纳电子流体的流
动特点并将其与经典流体进行对比，由此说明构建电子流体力学方程的介观动

理学框架的重要性。

4.2.1.1 弛豫效应

由于固体中存在电子­声子散射，这将导致局部电子动量的衰减，即动量方
程 (4­22)中的右端阻尼项。在介观方程中，需要在散射项中增加一项新的弛豫
时间近似（如式 (2­30)中的 𝐶MR(𝑓 )），它保持局部电子数密度守恒，但不保持电
子微团的局部动量密度，这意味着其局部动量密度将呈现衰减到零的趋势；在

宏观方程中，可以类比文献中对动量通量中粘性应力张量的封闭方式 [99]①，在

动量方程中增加相应的弛豫时间近似项，这将在宏观尺度导致电子微团动量的

衰减。由此也可注意到，一种合理且足够有效的弛豫时间表达式是实现跨尺度

计算的关键。

由于弛豫效应的存在，电子流体的流动中将存在体相阻尼，这是经典的流

体力学所不具有的。电子­声子散射若占据主导则将引起欧姆输运，即使在粘性
扩散相区也将使得体相电导率不能无限增加，而是受体相阻尼引起的电阻率即

Drude电阻率限制。值得指出的是，当经典流体内部存在体相动量源时，可以类
比电子流体力学方程在动量方程中增加弛豫阻尼项进行刻画。

4.2.1.2 Hall粘性效应

电子流体的 Hall粘性效应本质上来源于外加磁场带来的时间反演对称性破
缺，可基于对粘性应力张量 𝝈′的对称性分析，通过在粘性应力张量中添加带有

Hall粘性的无耗散项获得 [77]。

通过分析可知，Hall粘性效应将在一定程度上减弱 Hall效应的影响 [11]。基

于第 4.2.1节给出的粘性应力边界的表达式，可知 Hall粘性将在边界处给流体提
供一个附加的法向应力 [12]。目前，在经典流体中尚无类似的对应 [13]。

① 动量通量即分布函数的二阶矩，通过添加对应的弛豫时间近似项将导致宏观粘性的产生。
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4.2.1.3 非平衡效应

当边界散射占主导时，电子的平均自由程大于系统的宏观特征尺度，电子

输运处于强非平衡状态，对应输运相区称为弹道相区。从升尺度方法的适用性

条件上看，由于此时 Kn较大，摄动方法依赖的小参数条件以及矩方法依赖的截
断近似条件将不再成立，因此需要作进一步的修正。考虑介观的物理图像，由于

电子在某处的运动状态与其上一次经历边界散射后的运动状态密切相关，这种

边界导致的非局域性会使得宏观量的高阶梯度项更为重要，与此同时体相中还

需要增加边界散射的贡献。

由弹道相区的介观散射机制可知，这类强非平衡效应与非局域效应不只存

在于电子流体中，而且在分子流体和声子流体等中普遍存在，此时粒子微团的

流动一般称为 Knudsen流 [44,88,129]。受此启发，为了在宏观尺度上刻画电子流动

的弹道效应，可以借鉴描述微纳尺度声子输运的宏观弹道­扩散模型 [131]。

4.2.1.4 非局域效应

经典的流体力学方程将微团所受的长程力看作外加的体力，并认为流体微

团间以短程的面力相互作用。而在电子流体的情形下，会由于库仑作用与交换

关联效应等因素使得微团间的作用力不再是短程的，每一个电子流体微团的运

动将与整个材料中的所有电子相联系，即电子流体的流动具有很强的非局域特

征。在经典流体中，离子溶液界面附近双电层中离子之间的静电作用与体积效

应也具有类似的特点。

在非局域效应较弱时，即在材料较为纯净即弱无序、并且电子浓度较高的

条件下①，仍可以在每一个时刻利用单电子近似进行处理，将非局域效应通过平

均场近似纳入玻尔兹曼方程中，如在外力项中添加电子之间相互作用或杂质势

能梯度进行修正 [47,125]；但在非局域效应较强的系统中，如在无序性较强导致系

统呈现强关联特征时，准经典近似以及局域散射的基本物理图像将不再成立，从

而无法应用介观玻尔兹曼方程方法，只能采用微观的第一性原理进行计算，这

也是当前多体量子力学领域研究的热点问题之一。值得关注的是，即便在弱非

局域效应条件下引入内建电场，电场实际上也将进入本构方程 (4­23)，严格来讲
这违反了构建本构方程的材料元依赖原则，因此这一点仍存疑。

① 二者分别对应于 Anderson相变与Mott相变的禁止条件，见第 2.1.3的讨论。
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4.2.2 二维定常平行剪切流的理论解

本小节将采用由 Grad矩方法得到的电子流体力学方程，给出二维定常平行
剪切流的宏观理论解（如图 2.2(c)所示，假定磁场 𝐵 = 0 𝑇）。在前人的研究中，
Scaffidi曾求解粘性扩散相区的流动，但未计及体相的弛豫效应以及边界的速度
滑移的影响 [61]；Alekseev 曾类比 Gurzhi 求解了带有体相弛豫效应的宏观方程，
但同样没有考虑边界速度滑移的影响 [99]。这里将综合考虑体相弛豫效应与边界

速度滑移条件的影响，并通过与介观数值解的对比，给出滑移边界条件下电子

宏观流体力学方程适用的 Kn数范围。

4.2.2.1 宏观理论解的导出与介观精确解的对比

由电子流体的动量方程 (4­22)，忽略电致回旋频率 𝜔𝐸 的贡献，可以得到二

维定常平行剪切流的控制方程为

𝜈𝑥𝑥
d2𝑢
d𝑦2 + (−𝑒)

𝑚∗ 𝐸𝑥 − 𝑢
𝜏MR

= 0.

由式 (4­24)可知，介观尺度的 Fuchs边界散射模型对应的速度滑移边界条件为

𝑢|𝑦=0 = 𝑙b
d𝑢
d𝑦|𝑦=0

, 𝑢|𝑦=𝑊 = −𝑙b
d𝑢
d𝑦|𝑦=𝑊

.

其中，运动学粘度系数 𝜈𝑥𝑥与边界滑移长度 𝑙b的微观表达式为 [65]

𝜈𝑥𝑥 = 1
4𝑣F𝑙eff, 𝑙b = 𝑙eff

𝐴
3

1 + 𝑝s
1 − 𝑝s

. (𝐴 ≐ 0.995112 ≈ 1)

由此不难解得

𝑢 = 𝑉0𝐾 [𝜆 + (𝑒𝜇 ̃𝑦 − 1)(𝑒𝜇(1− ̃𝑦) − 1)
𝑒𝜇 − 1 ] .

其中

𝑉0 = (−𝑒)𝐸𝑥𝜏MR
𝑚∗ , 𝐾 = 𝑒𝜇(1 + 𝜆) + 𝑒−𝜇(1 − 𝜆) − 2

𝑒𝜇(1 + 𝜆)2 − 𝑒−𝜇(1 − 𝜆)2 .

这里，宏观参量 𝜆, 𝜇的微观表达式为（𝑋nd ∶= 𝑋/𝑊）

𝜆 = 𝑙b
√𝜈𝑥𝑥𝜏MR

= 2𝐴
3

1 + 𝑝s
1 − 𝑝s√

𝑙eff,nd
𝑙MR,nd

, 𝜇 = 𝑊
√𝜈𝑥𝑥𝜏MR

= 2
√𝑙eff,nd𝑙MR,nd

.
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可以看到，𝑉0 代表了动量弛豫散射贡献的 Drude速度，由动量弛豫散射对应的
弛豫时间 𝜏MR决定；𝜆代表了边界散射贡献的速度滑移，与体相散射的无量纲平
均自由程 𝑙MC,nd, 𝑙MR,nd 以及边界镜面反射系数 𝑝s 均相关；𝜇为速度剖面的形状
参数，只与体相散射相关，且剖面形状在 𝜇 ≪ 1时接近于抛物线。
下面将上述宏观理论解与文献中的介观理论解进行对比，并确定宏观电子

流体力学方程的适用范围 [44]。这里，图 4.1 给出了动量弛豫散射平均自由程
𝑙MR,nd = 5.0 时不同镜面反射系数的条件下电导率随动量守恒散射平均自由程
𝑙MC的变化曲线；图 4.2和图 4.3则给出了弛豫自由程 𝑙MR,nd = 5.5且边界的镜面
反射系数 𝑝s = 0.875时不同守恒散射自由程下电子流体的速度剖面。
由图 4.1可以看到，当镜面反射系数 𝑝s 较小且 𝑙MC,nd < 0.01时，宏观理论

解与介观数值解符合得较好；从图 4.3和图 4.3也可以发现，当镜面反射系数较
大时，尽管不同 𝑙MC,nd 下宏观理论解与介观数值解的速度剖面形状类似，但边

界滑移速度存在较大差别。当镜面反射系数较大时，电子输运的非平衡性增强，

边界处的滑移速度将显著增加，这是造成宏观理论解与介观数值解的电导率曲

线出现偏差的主要原因。由对比图容易得到，宏观理论解与介观精确解吻合较

好时对应的 Kn数范围大致为 Kn = (𝑙MR,nd
−1 + 𝑙MC,nd

−1)−1 ≲ 0.01且 𝑝s ≲ 0.5。

(a) 𝑙MR = 0.5𝑊 (b) 𝑙MR = 5.5𝑊
图 4.1 不同相区内宏观理论解与介观数值解电导率曲线的比较
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(a) DOM的介观数值解 (b)本文的宏观理论解

图 4.2 𝑙MR = 0.5𝑊 时宏观理论解与介观数值解速度剖面的比较

(a) DOM的介观数值解
(b)本文的宏观理论解

图 4.3 𝑙MR = 5.5𝑊 时宏观理论解与介观数值解速度剖面的比较

56



4.2.3 电子流体流动的特征量

估计电子流体的宏观漂移速度以及 Reynolds数

𝑢 = 𝑒𝐸𝑊
𝑚𝑣F

𝐿eff
𝑊 ≃ 105𝑚 ⋅ 𝑠−1, 𝜈 ≃ 0.1 m ⋅ s−2 ⇒ Re = 𝑢𝑊

𝜈 ∼ 10.

可以推断，此时电子流体有可能呈现边界层流动但不容易出现湍流转捩 [13,28]。

通过对电子流体力学方程的无量纲化，也可以定义刻画弛豫项与对流项强弱之

比的无量纲量。由于电子­声子散射的弛豫效应，电子流体的动能演化方程中不
仅包含粘性耗散，还包括体相阻尼带来的耗散，因此流动应较为稳定。但有数值

研究表明，电子流体中仍可能出现预湍流（preturbulence）的现象 [17]。

4.3 本章小结

本章基于介观尺度的电子玻尔兹曼方程，采用升尺度方法得到了扩散相区

内宏观尺度的电子流体力学方程。然后在充分讨论电子流体与经典流体的区别

与联系的基础上，应用宏观方程求解了二维定常平行剪切流问题，归纳得到了

电子输运的扩散相区对应的 Kn数范围，并通过电子流体流动的特征量分析了电
子可能呈现出的宏观流动现象。

前半部分采用基于 Chapman­Enskog 展开的摄动方法和基于 Fourier 谱的
Grad 矩方法，分别从原始形式和偏移形式的玻尔兹曼方程出发，推导了相应
的宏观流体力学方程及边界滑移条件，并通过分析高级（阶）项的截断条件给

出了各自的适用条件。这一工作弥补了前人研究中对各类散射机制考虑不完整、

方程适用条件不清晰等问题，并提出了双弛豫近似的拟平衡分布的概念，为扩

散相区内宏观方程的推导提供了新的方法和思路。

后半部分基于由矩方法得到的更为完整的电子流体力学方程，归纳得到了

电子流体在流动过程中表现出的四类效应，即弛豫效应、Hall粘性效应、非平
衡效应以及非局域效应。其中，非平衡效应存在经典流体情形的对应即 Knudsen
流，其余效应则为电子流动所特有，但弛豫效应有望向经典流体流动进行推广。

然后应用上述宏观方程得到了二维定常平行剪切流的理论解，发现在小 Kn数的
条件下与介观结果定量符合。最后通过宏观方程各项的量级估计，讨论了电子

流体呈现经典宏观流动现象的可能性。
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第 5章 结论

5.1 研究总结

本文基于介观尺度的二维电子玻尔兹曼方程，发展建立了介观尺度的离散

坐标数值算法和扩散相区的宏观电子水动力学模型，对弹道­扩散效应和磁阻效
应两类典型的水动力学现象背后的输运机理进行了细致的研究，为其进一步的

理论工作以及后续的潜在应用奠定了基础。主要方法和结论如下：

（1）发展了二维电子玻尔兹曼方程数值求解的离散坐标算法，它直接对介
观尺度的玻尔兹曼方程进行数值离散，从而能够从定量上精确地捕捉弹道效应

等强非平衡效应以及中等强度外场作用下电子的输运行为，这在以往的介观理

论方法是不易实现的。该算法采用双迎风格式和 Gauss积分法分别对微分和积
分项进行数值离散，数值格式具有较好的稳定性；同时基于缓变沟道近似计算

内建电场，能够更为真实地模拟实际的实验条件。

（2）基于二维电子玻尔兹曼方程的离散坐标算法，研究了微纳材料中典型
的电子弹道­ 扩散效应，发现了电导率随电子­电子散射自由程呈现不同变化趋
势的 Knudsen现象和 Gurzhi现象，二者分别源于边界散射导致的弹道效应以及
电子之间散射导致的粘性扩散效应。另一方面也研究了弹道相区以及粘性扩散

相区的磁阻效应，从速度剖面的角度精细地考察了不同相区的流动特征并得到

了相应的磁场作用机理，同时发现外加电场强度和内建电场模型对于磁阻效应

具有重要的影响。

（3）采用升尺度方法得到了扩散相区内的宏观流体力学方程，该方程具有
形式简洁、物理意义清晰的优势，便于对电子流体的宏观行为进行更为直接的

讨论，同时与介观方法相比求解效率更高。采用基于 Chapman ­Enskog展开的摄
动方法和基于 Fourier谱的 Grad矩方法，推导得到了形式相似的宏观流体力学
方程及其边界条件，并通过分析高阶（级）项截断条件给出了各自的适用范围。

这一工作弥补了前人研究中对各类散射机制考虑不完整、方程适用条件不清晰

等问题，并提出了双弛豫近似的拟平衡分布的概念，为扩散相区内宏观方程的

推导提供了新的方法和思路。

（4）基于扩散相区内的电子流体力学方程，归纳得到了电子流体在流动过
程中表现出的四类效应，即弛豫效应、Hall粘性效应、非平衡效应以及非局域效
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应。其中，非平衡效应存在经典流体情形的对应即 Knudsen流，其余效应则均为
电子流动所特有。作为电子宏观流体力学方程的应用，求解了二维定常平行剪

切流的理论解，发现在小 Kn数的条件下宏观结果与介观结果定量符合，与前述
的高阶项截断条件一致。最后，通过对宏观方程中各项的量级估计，讨论了电子

流体可能呈现出的经典流体力学现象，为此后的研究作出了铺垫。

随着集成电路工业的不断发展，低维电子元件的整体几何尺寸已经与电子

平均自由程的量级相当，此时电子在水动力学意义上的粘性性质将显著改变其

输运行为。本文研究了微纳尺度低维材料内电子输运的水动力学机理，在介观

数值算法与宏观水动力学模型两方面做出了重要的基础性工作，为此后的理论

研究以及未来在电子元件设计等方面的潜在应用奠定了基础。

5.2 工作展望

本文的工作在如下几个方面还可以开展进一步的研究：

（1）本文只关注了晶体导带底附近的电子输运问题，且对材料的有效质量
作了各向同性近似。对于费米能级处于禁带的半导体材料以及具有更为复杂能

带结构的单层石墨烯等材料，已经无法应用本文的简单玻尔兹曼方程模型进行

描述及数值求解，同时也不易建立形式简洁的宏观水动力学模型。对此，需要更

仔细地考察载流子的类型，并引入相应的具体能带结构 𝜀𝒌，在介观数值模拟上

进行相应的细致修正。

（2）本文在发展求解介观玻尔兹曼方程的离散坐标算法时，作了若干关键的
简化近似。一是忽略了电子的分布函数对能量的依赖关系，这在室温条件下热

激发远低于费米能级的条件下是适用的，而对于高温情况则需要考虑电子能量

变化对电子输运行为的影响；二是忽略了偏移形式方程中源项的作用，但在研

究电子作为热载子对于材料热导率的贡献，需要考虑温度场非均匀的情况。因

此针对上述两类问题，需要对离散坐标算法作进一步的推广。

（3）本文只发展了适用于求解一维稳态输运问题的离散坐标算法，对于具
有更为复杂的几何边界的如方腔流、圆柱绕流等问题求解起来并不简单，同时

也无法研究存在周期性外场激励的电子输运行为。由于研究非稳态输运一般至

少需要建立二维的数值算法，因此需要建立起能够有效处理具有复杂几何边界

的问题的介观数值算法，如格子玻尔兹曼方法。
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附录 A 外文资料的书面翻译

高迁移率导体线中具有水动力学特征的电子流动

摘要：通过观察实测得到的静电约束下 (Al,Ga)As 导体线的微分电阻曲线
可以发现，这种异质结构中存在着二维电子气的水动力学流动。实验中采用电

流的热效应来增加并控制导体线中电子­电子散射的强度。在扩散性的边界散射
与电子­电子散射的共同作用下，导体线的微分电阻随着电流强度的增加将呈现
先增加然后减小的变化趋势，这里不同的变化特征可以依次看成是气体输运的

Knudsen流与 Poiseuille流在电子流动中的类比。本文综合考虑了电子­杂质散射、
电子­电子散射与边界散射的影响，应用 Boltzmann输运方程求解得到了任意散
射参数下电子流动的解。通过计算导体线中的电子流动速度剖面，说明了正常

的均匀流逐步演变为 Poiseuille流的过程。用栅极标定的导体线的边界散射参数
可以通过 Knudsen效应的幅度计算得到。本文中的理论结果与实验结果符合得
很好。

1引言
Knudsen在其 1909年的一篇研究毛细管内气体流动的论文中提到，管内压

降与气体流率的比值随着气体密度的增加将呈现先增加然后减少的变化趋势。

这种现象背后的机制为，随着气体分子数密度的增加，分子间的碰撞将变得越

来越频繁。在密度较低时，也就是在所谓的 Knudsen输运相区中，气体分子几乎
是相互独立地运动，因此流动主要是由平行于导体线轴线运动的气体分子贡献

的，这些分子在相邻两次与壁面碰撞的间隔内会移动较长的距离①。一次偶然的

分子间碰撞，虽然由于其动量守恒的特征不会带来体相的阻力，但是会驱使平

行于轴线运动的分子撞向壁面从而缩短了相邻两次与壁面碰撞间隔内运动轨迹

的长度。因此，在这一相区，分子间碰撞几率的增加将导致粒子轴向动量壁面耗

散②的增强。然而，在密度较高时，分子在相邻两次与壁面碰撞的间隔内会经历

多次分子间碰撞，这将会导致一种类似随机游走的行为。最终，流动将演变为层

流，亦即所谓 Poiseuille流，此时分子与壁面的有效碰撞强度将减弱。
通过电子与气体分子的经典扩散输运之间的类比，可以预见到电子输运中

① 译者注：这里所指的较长距离是相对于分子在体相的平均自由程而言的。

② 译者注：此处所谓壁面耗散是指轴向动量在垂直壁面方向的衰减速率。
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也可能存在类似于 Knudsen流到 Poiseulle流的转变。在电子输运中，电子­电子
(e­e)散射过程①对应于气体分子之间的碰撞。这种散射对体相材料的电阻率没
有影响，因为该过程中电子分布的总动量是守恒的。e­e散射在经典输运相区的
效应只可能在薄膜或导体线等高纯度低维材料的电阻率特性中显现，这与气体

输运中呈现水动力学流动现象的条件类似。一般来说，水动力学流动要求样品

宽度𝑊 在量级上不超过体相材料的电子­杂质 (e­i)散射平均自由程 𝑙𝑏。上述两

个尺度需要与 e­e散射平均自由程 𝑙𝑒𝑒 作比较：当 𝑙𝑒𝑒 > 𝑊 时，可以预料电阻率

将随 e­e散射率的增加而增加，此即电子流的 Knudsen效应；而当 𝑙𝑒𝑒 < 𝑊 时，

电阻率应该随着 e­e散射率的增加而减小，此即电子 Poiseuille流。实际上，早
在 1963年 Gurzhi便已经从理论上预言了后一现象的存在，因此该效应也被称作
Gurzhi效应。然而，实验中很难获得能够证实上述两种效应的可靠结果，这是由
于在电子输运过程中存在着与气体流动迥异的体相耗散机制，这种机制通常会

阻碍电子流动的 Knudsen相区及 Gurzhi相区的涌现：首先，金属中的电子会经
历体相的 e­i散射；并且，由于 e­e散射率通常受样品晶格温度影响，由此带来
的效应会被电子­声子 (e­p)散射掩盖；更进一步地，温度上升也会增强 e­e倒逆
散射的散射率，而这种散射会造成体电阻率的增加；最后，材料实际的 Fermi面
形状相对于理想球形 Fermi面的偏离也会影响对实验结果的解释。
由于上述如此众多的复杂因素，只有很少一部分实验暗示了 e­e散射效应的

存在性。大部分实验采用金属钾作为实验材料，它作为一种典型简单金属具有

足够接近球形的 Fermi面。然而，目前观测到的给定晶格温度下电阻率的变化只
有总电阻率的约 0.01%，这主要源于偏小的 𝑙𝑏 值以及 e­p散射的存在。Yu等报
道了温度不超过 1 K时，钾导体线的电阻率关于温度的导数 (d𝜌/d𝑇 )呈现负值的
现象。然而，该现象是否可以归于 Gurzhi效应仍存在争议，因为此时的实验温
度条件下 𝑙𝑒𝑒 > 𝑊。该组随后发表的文章表明上述负 (d𝜌/d𝑇 )的现象可能源于金
属样品制备时的缺陷，同时该组也报道了在金属电阻率特性中存在的类 Kondo
效应②。相对应地，较宽导体线中观察到的正 (d𝜌/d𝑇 ) 的现象被 Movshovitz 和
Wiser解释为类 Knudsen流的行为，它是 e­e散射与 e­p散射共同的结果。类似
的机制也被用来解释极薄的钾薄膜中反常强烈的正 (d𝜌/d𝑇 )的现象。然而，直至
现在，据我们所知，仍然没有实验观察到电子的 Poiseulle流动，也没有实验报

① 本文中，e­e散射仅指保持总动量守恒的散射，这也被称为正规 e­e散射。相反的是，倒逆 e­e散射并
不保持总动量守恒，每次在正文中提到这一问题时都已被明确地指出。正如我们在正文中讨论的那样，

在本文研究的二维电子气中不存在倒逆 e­e散射。
② 译者注：Kondo效应是指金属中由于存在某些磁性杂质而造成的电阻率­温度曲线出现极小值的现象。
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道在 Knudsen流与 Gurzhi流的过渡相区中存在有电阻率的 Knudsen极大值的现
象。

本文介绍了对二维导体线中Knudsen和Gurzhi输运现象的实验与理论研究。
实验中采用静电约束下的 (Al,Ga)As异质结构中的二维电子气 (2DEG)作为导体
线。应用上述材料研究具有水动力学特征的电子流动具有如下优势：首先，由于

材料的高纯度以及电子束蚀刻的高分辨率，样品很容易满足 𝑙𝑏 > 𝑊 的条件；其

次，该样品中不存在 e­e倒逆散射，这是由于材料较低的电子数密度以及近乎完
美的球形 Fermi面；第三，电子­声学声子耦合效应在 (Al,Ga)As­2DEG系统中非
常弱，这使得我们不必改变整个样品的温度 𝑇，而是通过给样品加直流电直接
改变导体线内的电子温度 𝑇𝑒 的方式来探究 e­e散射的影响。此前已经证实，这
种电流热效应技术在研究纳米结构的热电现象时十分有用。本文研究的导体线

在边界处放置有一对量子点接触的电源，考虑到点接触点源的热电系数是量子

化的，我们可以由热电测量出的电流 𝐼 进一步得到导体线中的电子温度 𝑇𝑒。这

样，我们就能够有选择性地调节导体线内部的 e­e散射率，从而得以更为清晰地
展现导体电阻特性中呈现的水动力学流动效应。

在实验中我们测量了微分电阻 d𝑉 /d𝐼 随电流 𝐼 的变化曲线 d𝑉 /d𝐼 ∼ 𝐼①。从
电阻曲线中我们可以辨别出三个不同的相区：(1)在 𝐼 = 0附近，我们观察发现
d𝑉 /d𝐼 随 𝐼 的增大而增大，这就是所谓的 Knudsen效应，可以看到电阻变化幅度
约为总电阻的 10%；(2)接下来的一段中 d𝑉 /d𝐼 将随 𝐼 的继续增大而减小，这就
是所谓的 Gurzhi效应，可以看到电阻的相对变化幅度可以达到 20%；(3)随着 𝐼
的继续增大，d𝑉 /d𝐼 将会再次增大，此时电流的热效应造成了晶格温度的升高，
e­p散射因而增强并导致了电阻的增加②。在 (1)和 (2)两个相区的过渡段将出现
电阻的 Knudsen极大值，而相区 (2)和 (3)间电阻的极小值实际上是 Gurzhi最先
发表的文章中其中一篇的主题。

为了理解上述实验结果，我们发展了一套基于 Boltzmann输运方程的理论，
该理论能够给出与实验定性一致的结果。Boltzmann方法在本世纪的上半叶曾一
直用于研究低维导体电阻特性的尺寸效应，如 Fuchs和 Dingle曾分别研究了薄
膜和细导体线的情形。Chambers提出了求解 Boltzmann方程的一个极具洞察力
的方法，他将电导率的解表达为了有效平均自由程的形式，该自由程描述了电子

经过体相 e­i散射与边界散射等各类散射后的平均自由运动距离。这一处理方式

① 电阻与微分电阻之间的关系为 d𝑉 /d𝐼 = 𝑅 + 𝐼d𝑅/d𝐼。
② 译者注：此时，电子流动逐渐演变至所谓 Ohmic相区，主要特征是流动速度剖面趋于均匀。
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考虑了扩散性的边界散射①，即边界处的一部分入射电子被镜面反射，而其余入

射电子经历漫反射从而各向同性化。这样，边界散射便可由所谓的镜面反射系

数来刻画②。Soffer对此给出了一个更为接近实际的处理，即考虑了电子的波动
特性，结果表明镜面反射系数应与电子掠射角度有关。从文献 22可以看出，与
Dingle的原始理论相比，基于角度依赖的镜面反射系数计算得到的细导体线电
阻率与实验符合得更好。

如何将 e­e散射的影响引入 Boltzmann方法并非显而易见，而且前人的大多
数处理方法只能局限于处理一定参数范围内的问题。在 Gurzhi的先驱性工作中，
他考虑了 𝑙𝑒𝑒 ≪ 𝑙𝑏, 𝑊 的情形。研究表明在这种条件下，从 Boltzmann方程能够
推导得到一个 Navier­Stokes类型的方程。相对应的 Knudsen相区即 𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑙𝑏, 𝑊
的情形则已由Movshovitz和Wiser讨论过。在电子至多连续经历一次 e­e散射的
假定下，他们采用 Chambers的方法近似计算了电子的有效平均自由程。在文献
23 中，Gurzhi 及其合作者给出了处理该相区的另一种方法，即求解 Boltzmann
方程的渐近解。这种方法也允许将 e­e散射的具体特征纳入考虑范围，如各向同
性散射与小角度散射的区分。对于处理由 Knudsen相区到 Gurzhi相区的过渡区
的方法，我们只了解到了以下两种。第一种方法是由 Black提出的用于计算导体
线内有效平均自由程的蒙特卡洛方法。尽管囿于当时有限的计算能力，采用该

方法得到的结果并不是十分精确，但是仍然有电阻率的 Knudsen极大值现象出
现。同时，计算结果显示出了与各向同性的小角度 e­e散射相同的结果。第二种
方法是由 De Gennaro和 Rettori提出的，主要是通过求解带有 Callaway散射项的
Boltzmann方程。Callaway提出的散射项引入了一项趋于带有净漂移速度的偏移
平衡分布函数的弛豫项，从而考虑了 e­e散射的影响。然而正如 Gurzhi等人指出
的那样，文献 25的最终结果是有误的，因为净漂移速度的空间分布被忽略了。
我们的理论推导基于与文献 25类似的动理学方程，得到了相应Boltzmann方

程的自洽解。这一理论给出了在参数 𝑙𝑒𝑒, 𝑙𝑏, 𝑊 的任意取值下均成立的Boltzmann
分布函数的解析表达式。我们也将看到，将 Boltzmann 分布函数表达为有效平
均自由程的处理方法是十分机智的。在 𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑙𝑏, 𝑊 的相区内，我们给出的解与

Movshovitz和Wiser的结果是等价的，因此我们为他们将 e­e散射纳入电子运动
轨迹的方法提供了一种形式化的基础。实际上，我们的方法还可以用来描述由

Knudsen流到 Poiseuille流的转变，这可以从电子沿导体线的流向速度剖面演化

① 译者注：即带有部分漫反射成分的边界散射。

② 译者注：具体地说，我们将在边界处的所有入射电子中被镜面反射的比例称为镜面反射系数。
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过程中看出。

在三维情况下，正如先前大多数处理所指出的那样，Fermi 面附近热激发
电子形成的薄壳内的 e­e 散射率与 𝑇 2 成正比，这一结论可以从众所周知的对

相空间的讨论中得到。但对于二维电子气而言，e­e散射率将与 𝑇 2 ln 𝑇 成正比。
Laikhtman研究发现，对于新加入电子在零温二维电子气中弛豫效应来说，小角
度散射是重要的。Gurzhi及其合作者也讨论了二维电子气中 e­e散射的特性。我
们采用的 e­e散射项形式最早由 Callaway引入，尽管并非源于微观的分析，但却
抓住了 e­e散射最主要的特征，即电子总动量的守恒性。正如后文呈递的那样，
这一简化的散射项形式最引人注目之处就在于可以由此得到 Boltzmann方程的
一个精确解（或称精确解意义上的数值结果）。

我们通过以下三个步骤对比了实验与理论的结果：首先，由点接触温度计

的结果给出 𝑇𝑒 ∼ 𝐼 的关系；接着，应用 Giuliani和 Quinn提出的公式计算 𝑙𝑒𝑒(𝑇𝑒)
的表达式；最后，通过求解 Boltzmann方程得到给定 𝑙𝑒𝑒 下的导体线电阻率。我

们由此得到了在 Knudsen和 Gurzhi相区均符合得很好的结果。但对于相区 (3)，
其主要机制为格子温度升高导致 e­p散射增强进而提高了电阻率，因此这已经超
出了本文理论的适用范围。通过 Knudsen效应的幅度，我们可以得到用栅极标
定的导体线的边界散射参数。

此前我们已经发表了一篇概括了本文实验结果的报道。这里，我们将进行

更为广泛的讨论，尤其会关注理论模型的细致推导以及理论结果与实验的对比。

本文的大纲如下：第 II节将呈现我们的实验结果；第 III节将介绍基于 Boltzmann
方程的理论模型；求解的过程及结果将放在第 IV节；第 V节将对比理论与实验
的结果；第 VI节将叙述本文的结论。附录 A和附录 B提供了理论计算中的部分
技术细节。

2实验观测：Knudsen与 Gurzhi输运相区
我们的实验样品分别采用两种不同的 (Al,Ga)As异质结构制造而成，二者内

部均存在有高迁移率的二维电子气；材料的生长制备由位于英国萨里郡红丘市

的菲利普研究实验室完成。实验中采用的导体线是应用分离式电极技术通过二

维电子气的静电约束制作而成的。具体而言，我们在异质结构的顶部蚀刻出了

一个 Hall棒状的台面，接着在其上使用电子束蚀刻得到了钛金栅极的图案，示
意图见图 A­1的小图。导体线的蚀刻宽度𝑊lith ≃ 4.0 𝜇m（注意导体线的实际宽
度𝑊 由于静电损耗可能会窄一些），长度处于 20到 120 𝜇m之间不等。量子点
接触施加在导体线的各个端点处。这里我们采用了三种类型的样品，其长度 𝐿，
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图 A­1 在 𝑇 = 1.5 K 下导体线样品 I 内热电压 𝑉trans ≡ 𝑉6 − 𝑉3 和电子相对晶格温升
𝑇𝑒 − 𝑇 对加热电流 𝐼 的依赖曲线。点接触 𝐴𝐵用于调节热电系数的最大值，𝐶𝐷用于调
节其零点。小图的阴影区展现了用于标定导体线的栅极图案以及相应的点接触电压探

针。导体线宽度𝑊 一般为 4 𝜇m，长度在 20到 120 𝜇m之间不等。内部带叉的方块代表
Ohmic接触。用于理论建模的坐标图例也已在小图内表明。

宽度𝑊，电子数密度 𝑛以及平均自由程 𝑙𝑏 等参数见图表 A­2。在进行输运性质
的测量时，样品被放置在温度不低于 1.5 K的低温恒温器中，磁感应强度置零。
出于测量敏感性的考虑，我们采用标准的低频锁定技术在 100 𝜇V直流电压下测
量点接触与导体线的微分电阻。所有的测量均采用四端点几何的方式进行。

图 A­2 本文实验样品的长度 𝐿，蚀刻宽度𝑊lith，电流区域实际宽度 𝑊，电子数密度
𝑛，平均自由程 𝑙𝑏 [样品 I为 1.5 K条件下，样品 II和 III为 1.8 K条件下]，以及镜面反
射系数 𝛼。

为了调节导体线内的电子温度，我们在导体线的 Ohmic接触点 1和 5处施
加了 𝐼 ≡ 𝐼15的加热电流，该电流一般要比测量用直流电流大一个量级。由于能

量的耗散，导体线内电子的平均动能将增加。得益于频繁的 e­e散射过程，导体
线内的电子分布函数会迅速趋于温度 𝑇𝑒下的热化 Fermi分布函数，其温度 𝑇𝑒要

高于晶格温度 𝑇。这一温升可以通过导体线边界的量子点接触测量得到：由于
导体线外部区域的电子与晶格处于相同的温度，在点接触 𝐴𝐵 与 𝐶𝐷 处均会建
立热电压，这可以通过测量横向电压 𝑉trans ≡ 𝑉6 − 𝑉3得到。注意 𝑉trans并不包含
沿导体线的压降的贡献，因为点接触 𝐴𝐵与 𝐶𝐷关于导体线是对称的。这样，我
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们便有

𝑉trans ≡ 𝑉6 − 𝑉3 = (𝑆𝐴𝐵 − 𝑆𝐶𝐷)(𝑇𝑒 − 𝑇 ), (A­1)

这里 𝑆𝐴𝐵(𝐶𝐷)代表点接触 𝐴𝐵(𝐶𝐷)处的热电系数。
与电导率类似，量子点接触的热电系数 𝑆也会出现确定的量子尺寸效应：与

量子电接触的电导率随分离式栅极电压呈现阶跃变化不同，其热电系数会呈现

振荡特征。外加栅极电压控制着量子点接触处于 Fermi能级以下的一维子带的
数目。当量子点接触的 Fermi能级落入两个子带之间是，电导率将被量子化，而
热电系数 𝑆 ≃ 0。然而，当其 Fermi能级刚好与第𝑁 条子带的底部重合时，电导
率将处于第𝑁 个和第𝑁 + 1个峰之间，而热电系数则达到了最大值。此时，对
于传输概率为阶跃函数的点接触来说，热电系数为

𝑆 = −𝑘𝐵
𝑒

ln 2
𝑁 − 1

2
, (A­2)

这里𝑁 > 1。量子点接触中热电系数的量子振荡效应由 Streda预言，并且已被其
他组的实验报道所证实。这里，我们使用这一效应来测量导体线内部的电子温

度：我们将点接触 𝐶𝐷调节至电导率的峰值，从而使得 𝑆𝐶𝐷 ≃ 0，同时将点接触
𝐶𝐷调节至热电系数的峰值 [𝐺𝐴𝐵 = 1.5 × 2𝑒2/ℎ，这里 𝑆𝐴𝐵 ≃ −40 𝜇V/K]。利用这
种方法测量得到的样品 I中 𝑉trans随直流加热电流 𝐼 变化曲线如图 A­1所示。通
常来说，对于电流 |𝐼| ≲ 20 𝜇A、晶体温度 𝑇 ≲ 2 K的情形，电子温度 𝑇𝑒可以近

似表达为

𝑇𝑒 = 𝑇 + (
𝐼

𝑊 )
2 𝐶

𝜎 , (A­3)

这里 𝜎为导体线的电导率，拟合常数 𝐶 ≃ 0.05m2K/W。显然，这样一个 𝑇𝑒关于 𝐼
的二次函数关系正是我们所期望的对 Joule耗散的简单近似。当电流 |𝐼| > 20 𝜇A
时，情况将变得复杂得多，因为此时由于电流的热效应较强，晶格温度 𝑇 也将
随之升高。

本文的主题即电子流动的水动力学效应可以从导体线的微分电阻 d𝑉 /d𝐼 ≡
d𝑉24/d𝐼15 随直流加热电流 𝐼 的变化曲线中观察到。在一系列晶格温度下获得的
样品 I/II/III的实验结果如图 A­3和图 A­4所示。图中也展示了理论计算的结果，
其导出过程我们将在第 V节进行讨论。可以看到，图中所有的变化曲线都展现
出了鲜明的非单调特征。微分电阻曲线的这一非单调特征也是本文关注的焦点，

我们将会看到这实际上来源于电子 Knudsen流与 Poiseuille流的行为差异。
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图 A­3 图中为在不同晶格温度下导体线样品 I内微分电阻 d𝑉 /d𝐼 随电流 𝐼 的变化曲
线，从上至下分别对应于 𝑇 = 24.7, 20.4, 13.6, 8.7, 4.4, 1.5 K。上方小图 (a)为 𝑇 = 1.5 K
结果的放大图；小图 (b)为第 V节的理论结果。

这里我们首先要说明的是，诸如弱局域化等对高迁移率二维电子气电阻特

性的量子修正在本文的实验温度下无法通过测量得到。这意味着上述非单调特

征只能是经典效应的结果。通过对图 A­3和图 A­4中较低晶格温度下结果的进
一步观察，可以发现引言一节中提到的三个电阻特性相区确实存在：(1) 首先
d𝑉 /d𝐼 随着 𝐼 的增加而不断增大，这可以归于 Knudsen流；(2)接着 d𝑉 /d𝐼 随着
𝐼 的进一步增加开始减小，这就是 Gurzhi相区；(3)当 𝐼 超过一定阈值时，d𝑉 /d𝐼
由于晶格温度升高而呈现近似二次函数的增长。我们只在最后一个相区发现邻

近处测得的晶格温度有所上升，这说明近似二次函数的增长行为 (3)是源于晶格
的 Joule热效应以及 e­p散射的线性增强。通过更细致的观察可以发现，导体线
I（见图 A­3）比导体 II和 III的 Knudsen效应要弱一些，从后面的讨论中可以看
到这一结果是由于导体线 I的 𝑙𝑏/𝑊 比值更小造成的。随着晶格温度 𝑇 的增加，
我们可以从图 A­3中看到两个非常明显的效应。一方面，𝐼 = 0处的电阻逐渐增
加，这是 e­p散射增强使得 𝑙𝑏减小的结果。另一方面，电阻特性的水动力学效应

逐渐消失，其中 Knudsen效应与 Gurzhi效应相比临界温度更低①。这是由于随
着晶格温度 𝑇 的升高，𝐼 = 0（此时 𝑇𝑒 = 𝑇）附近的 𝑙𝑒𝑒会逐渐减小。还有一点需

要指出的是，在 𝐼 = 0附近导体线样品 III切线电阻 d𝑉 /d𝐼 初始增加（Knudsen
效应）的幅度是导体线样品 II的两倍左右。这说明 Knudsen效应的幅度与导体
线长度有关，而并非源自导体线入口效应等因素。

为了理解第 I节提到的电子流动的水动力学现象如何对应于 d𝑉 /d𝐼 的反常
① 译者注：这意味着，随着晶格温度 𝑇 的升高，Knudsen效应消失得更快。

89



图 A­4 图中为在不同晶格温度下导体线样品 II和 III内微分电阻 d𝑉 /d𝐼 随电流 𝐼 的变
化曲线，从上至下分别对应于 𝑇 = 4.5, 3.1, 1.8 K。在电流较大时，相应的图像呈现与图
A­3类似的近似二次函数增长趋势。左图 (IIa)和 (IIIa)为实验结果；右图 (IIb)和 (IIIb)
为理论计算结果，见第 V节。

行为，我们不妨估计一下在电流 𝐼 = 15 𝜇A时导体线样品 I中的 e­e散射平均自
由程 𝑙𝑒𝑒，此时系统处于 d𝑉 /d𝐼下降的Gurzhi相区。根据式 (A­3)，电流 𝐼 = 15 𝜇A
对应于电子温度 𝑇𝑒 ≈ 16 K（在晶格温度 𝑇 = 1.5 K下）。我们有 𝑙𝑒𝑒 = 𝑣𝐹 𝜏𝑒𝑒，这

里 𝑣𝐹 为 Fermi速度，并且 e­e散射平均自由时 𝜏𝑒𝑒由下式给出

1
𝜏𝑒𝑒

= 𝐸𝐹
ℎ (

𝑘𝐵𝑇𝑒
𝐸𝐹 )

2

[ln(
𝐸𝐹

𝑘𝐵𝑇𝑒 ) + ln(
2𝑞
𝑘𝐹 ) + 1] . (A­4)

这里，𝑞 = 𝑚𝑒2/2𝜋𝜀𝑟𝜀0ℏ2 为 Thomas­Fermi 屏蔽效应特征波矢。我们得到 𝑙𝑒𝑒 ≈
0.8 𝜇m，这与𝑊 相比要小得多。在这一极限条件下，电子将会在频繁的 e­e散
射作用下经历随机游走，这样我们便可以暂且将 d𝑉 /d𝐼 的减小归结于 Gurzhi效
应。对于电流小于 8𝜇A的情形，d𝑉 /d𝐼 呈现出单调递增的趋势。实际上，由于
在 𝐼 = 8 𝜇A且 𝑇 = 1.5 K时 𝑙𝑒𝑒 ≈ 5 𝜇m ≈ 𝑊，单调增加的 d𝑉 /d𝐼 正好落在了应
出现电子流 Knudsen效应的电流范围中。在接下来的几节中，我们将通过计算
证实 d𝑉 /d𝐼 的反常行为确实来源于电子流动的水动力学效应。
3 Boltzmann方程
我们来研究宽度为 𝑊 的二维导体线中的电子流动对沿 𝑥 轴方向（即平行
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于导体线方向）的恒定电场 𝑬的响应。假定二维电子气拥有理想的圆形费米面。
我们要寻找的是描述位置在 𝒓 = (𝑥, 𝑦) 附近且波矢量在 𝒌 = 𝑘(cos𝜑, sin𝜑)（见
图 A­1的小图）附近的电子数的定常分布函数 𝑓(𝒓, 𝒌)，这一分布函数遵从稳态
Boltzmann输运方程

− 𝑒𝑬 ⋅ ∂𝑓(𝒓, 𝒌)
ℏ∂𝒌 + 𝒗 ⋅ ∂𝑓(𝒓, 𝒌)

∂𝒓 = ∂𝑓(𝒓, 𝒌)
∂𝑡 |scatt

, (A­5)

这里方程的右端为散射项，其中同时考虑了 e­i 散射与 e­e 散射两种散射机制。
电场的施加将会给电子的分布函数带来扰动，使其偏离相应的 Fermi­Dirac平衡
分布 𝑓0(𝜀) = 1/{1 + exp[(𝜀 − 𝐸𝐹 )/𝑘𝐵𝑇𝑒]}，其中 𝜀 = ℏ2𝑘2/2𝑚 = 𝑚𝑣2/2为电子能量
而 𝐸𝐹 为 Fermi能级。在外加电场不太强时，电子分布函数的非平衡部分只存在
于 Fermi面附近的薄壳中。因此，利用系统沿 𝑥轴的平移对称性，我们可将分布
函数写为

𝑓(𝒓, 𝒌) = 𝑓0(𝜀) + (−∂𝑓0
∂𝜀 ) 𝜒(𝑦, 𝜑). (A­6)

将式 (A­6)代入式 (A­5)可以得到线性响应方程

𝑒𝑬 ⋅ 𝒗 + 𝒗 ⋅ ̂𝒚∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑦 = ∂𝜒(𝑦, 𝜑)

∂𝑡 |scatt
, (A­7)

其中 ̂𝒚为沿 𝑦轴的单位矢量。我们忽略 Fermi能级附近的热激发区域内电子运
动速度对能量的依赖关系，因此有 𝒗 = 𝑣𝐹 (cos𝜑, sin𝜑)①。

一旦获得了分布函数的表达式，电流密度就可以用如下的方法计算得到：

𝒋(𝑦) = 2 ∑
𝒌

𝑓(𝒓, 𝒌)𝑒𝒗,

= ∫ d𝜀𝒟(𝜀) (−∂𝑓0
∂𝜀 )

2𝜋

∫
0

d𝜑
2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑)𝑒𝒗,

= 𝑒𝒟𝑣𝐹

2𝜋

∫
0

d𝜑
2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑) ̂𝒗,

(A­8)

其中二维态密度 𝒟(𝜀) = 𝒟 = 𝑚/𝜋ℏ2（假定存在自旋的二重简并）而单位矢量

̂𝒗 = (cos𝜑, sin𝜑)。

① 译者注：实际上，在写式 (A­6)中的 𝜒(𝑦, 𝒗) =∶ 𝜒(𝑦, 𝜑)时已经应用了这一近似。
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现在我们来给出式 (A­7)右端散射项的具体形式。这里假定体相杂质引起的
散射是弹性且各向同性的，由此可以写出

∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑡 |𝑏

= −𝜒(𝑦, 𝜑)
𝜏𝑏

+ 1
𝜏𝑏

2𝜋

∫
0

d𝜑′

2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑′), (A­9)

这里 𝜏𝑏代表 e­i散射自由时。注意式 (A­9)右端第二项刻画了由其它状态经历散
射后变成状态 (𝑦, 𝜑)的那部分电子，但这一项在 Boltzmann输运方程的许多处理
中都被略去了。在这些处理中，局域密度的非平衡部分为零是作为一个先验的

假设出现的。为了完整性起见，我们这里保留这一项，并将在附录 A中通过细
致的分析证明，对于上述完整的 Boltzmann方程来讲该项确实为零。对于 e­e散
射项，我们遵照文献 25和 26的处理方式（Callaway假定），

∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑡 |𝑒𝑒

= −𝜒(𝑦, 𝜑)
𝜏𝑒𝑒

+ 1
𝜏𝑒𝑒

2𝜋

∫
0

d𝜑′

2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑′) + 𝑚𝒗 ⋅ 𝒗drift(𝑦)
𝜏𝑒𝑒

, (A­10)

这里 𝜏𝑒𝑒 代表 e­e散射自由时而 𝒗drift 代表净漂移速度。e­e散射项表达式 (A­10)
表明电子将弛豫到偏移分布函数 𝑓(𝒓, 𝒌) = 𝑓0(𝜀 − 𝑚𝒗 ⋅ 𝒗drift)。上式右端第二项同
样确保了电子数密度的守恒性。偏移速度由电流密度给出 𝒋(𝑦) = 𝑛𝑒𝒗drift，其中
电子数密度 𝑛 = 𝒟𝐸𝐹，这样式 (A­10)又可写成

∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑡 |𝑒𝑒

= −𝜒(𝑦, 𝜑)
𝜏𝑒𝑒

+ 1
𝜏𝑒𝑒

2𝜋

∫
0

d𝜑′

2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑′)(1 + 2 ̂𝒗′ ⋅ ̂𝒗). (A­11)

可以验证该散射项确实能够保证电子的总动量守恒，即

2𝜋

∫
0

d𝜑 ∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑡 |𝑒𝑒

̂𝒗 = 𝟎. (A­12)

实际上，式 (A­11)是拥有这一性质的可能散射项中形式上最简单的。由于从方
向 𝜑到 𝜑′的散射概率与 1 + 2 ̂𝒗′ ⋅ ̂𝒗 = 1 + 2 cos(𝜑 − 𝜑′)成正比，因此小角度散射
（𝜑 − 𝜑′ ≈ 0）的概率最大。𝜑 − 𝜑′ ≈ 𝜋的负值情形对应于非平衡电子从相反方向
散射到非平衡空穴的情形。

对于电子与导体线边界的散射，我们假定入射电子中比例为 𝑝将被镜面反
射，而其余电子则将经历热化漫反射。在最初有关尺寸效应的理论中，镜面反射
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系数 𝑝被假定为与入射角度无关。后来 Soffer基于入射波被粗糙边界散射的微
观模型，得到了 𝑝关于入射角度 𝜑的如下依赖关系

𝑝(𝜑) = 𝑒−(𝛼 sin𝜑)2 . (A­13)

这意味着掠入射①的电子（sin𝜑 → 0）会拥有接近 1的镜面反射概率。式中的参
数 𝛼 = 4𝜋𝛿/𝜆𝐹，其大小取决于边界的方根粗糙度 𝛿与 Fermi波矢的比值。

Boltzmann方程 (A­7)的定解边界条件可由边界散射前后粒子数守恒条件确
定。对于 𝑦 = 0, 𝜑 ∈ [0, 𝜋]和 𝑦 = 𝑊 , 𝜑 ∈ [𝜋, 2𝜋]处的边界，分别有

𝜒(0, 𝜑) = 𝑝(𝜑)𝜒(0, 2𝜋 − 𝜑) +
2𝜋

∫
𝜋

d𝜑′

𝜋 [1 − 𝑝(𝜑′)]𝜒(0, 𝜑′), (A­14a)

𝜒(𝑊 , 𝜑) = 𝑝(𝜑)𝜒(𝑊 , 2𝜋 − 𝜑) +
𝜋

∫
0

d𝜑′

𝜋 [1 − 𝑝(𝜑′)]𝜒(𝑊 , 𝜑′). (A­14b)

上述两式中，右端第一项代表经历镜面反射的电子，第二项则代表经历漫反射

的电子。

为了接下来的推导起见，我们将分布函数的非平衡部分表达为

𝜒(𝑦, 𝜑) =∶ (−𝑒)𝐸 cos𝜑 𝑙eff(𝑦, 𝜑). (A­15)

正如我们下面将要看到的，这里的有效平均自由程 𝑙eff(𝑦, 𝜑) 可以理解为位于 𝑦
处沿 𝜑 方向运动的电子自上一次经历边界或体相 e­i 散射起运动的平均距离。
很明显，将式 (A­15) 中的 𝑙eff(𝑦, 𝜑) 替换成体相平均自由程 𝑙𝑏 就给出了著名的

Boltzmann方程体相解。这里我们引入体相 e­i散射平均自由程 𝑙𝑏 = 𝑣𝐹 𝜏𝑏，e­e散
射平均自由程 𝑙𝑒𝑒 = 𝑣𝐹 𝜏𝑒𝑒以及二者的结合 𝑙−1 = 𝑙−1

𝑏 + 𝑙−1
𝑒𝑒。经过附录 A中所示的

细致推导，将式 (A­15)带入式 (A­7), (A­9)和 (A­11)可以得到

sin𝜑∂𝑙eff(𝑦, 𝜑)
∂𝑦 + 𝑙eff(𝑦, 𝜑)

𝑙 = 1 +
̃𝑙eff(𝑦)
𝑙𝑒𝑒

, (A­16)

̃𝑙eff(𝑦) =
2𝜋

∫
0

d𝜑
𝜋 cos2 𝜑 𝑙eff(𝑦, 𝜑). (A­17)

① 译者注：即沿边界的切线方向入射，此时 𝜑 ∼ 0。
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微分积分方程 (A­16)与我们推导的起始形式相比已经有了很大的简化。这一结
果也是我们在接下来的一节中分析的基础。约化平均自由程 ̃𝑙eff(𝑦) 直接与偏移
速度成正比

𝒗drift(𝑦) = (−𝑒)𝑬
𝑚𝑣𝐹

̃𝑙eff(𝑦), (A­18)

这可以结合式 (A­8), (A­15)和 (A­17)推得。由 𝒋 = 𝜎𝑬定义的导体线的电导率可
写为

𝜎 = 𝑛𝑒2

𝑚𝑣𝐹

𝑊

∫
0

d𝑦
𝑊

̃𝑙eff(𝑦) = 𝑛𝑒2

𝑚𝑣𝐹
𝐿eff. (A­19)

这里的总有效平均自由程 𝐿eff 直接与电导率 𝜎 成正比，因此在接下来的分析中
我们将采用 𝐿eff代替电导率 𝜎 来刻画系统的电导特性。
4理论结果
作为式 (A­16)的一个初步应用，我们首先简要地考察电子在体相导体中输

运的情形。此时，我们只需寻找 Boltzmann方程的一个空间均匀解。当式 (A­16)
中不显含变量 𝑦时，有效平均自由程 𝑙err也不显含 𝜑，因此从式 (A­17)中可以得
到 ̃𝑙eff = 𝑙eff。这样便很容易写出式 (A­16)的解

𝑙eff = 1
𝑙−1 − 𝑙−1

𝑒𝑒
= 𝑙𝑏. (A­20)

值得注意的是，将上式代入式 (A­15)可以给出 Boltzmann方程不含 e­e散射效应
的通常的体相解，该解不显含 e­e散射率。由此可以清晰地看出，使得电子总动
量守恒的 e­e散射并不影响体相电导率。
现在回到导体线的问题，此时 e­e散射对电导率有着重要的影响。从附录 A

关于对称性的讨论可知，对于任意的 𝜑成立 𝑙eff(𝑦, 𝜑) = 𝑙eff(𝑦, 𝜋 − 𝜑)。这样由式
(A­15)可知，式 (A­14)右端第二项均为零。因此，对应于边界条件 (A­14)的式
(A­16)的解可以写成积分方程的形式。为了简单明确起见，我们首先处理完全漫
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反射边界的情形，此时 𝑝 = 0。容易得到，对于 𝜑 ∈ [0, 𝜋]和 𝜑 ∈ [𝜋, 2𝜋]分别有

𝑙eff(𝑦, 𝜑) =
𝑦

∫
0

d𝑦′

𝑙 sin𝜑
𝑦 − 𝑦′

sin𝜑 𝑒−(𝑦−𝑦′)/𝑙 sin𝜑 + 𝑦
sin𝜑𝑒−𝑦/𝑙 sin𝜑

+
𝑦

∫
0

d𝑦′

𝑙𝑒𝑒 sin𝜑
̃𝑙eff(𝑦′)𝑒−(𝑦−𝑦′)/𝑙 sin𝜑,

(A­21a)

𝑙eff(𝑦, 𝜑) =
𝑊

∫
𝑦

d𝑦′

𝑙| sin𝜑|
𝑦′ − 𝑦
| sin𝜑|𝑒−(𝑦′−𝑦)/𝑙| sin𝜑| + 𝑊 − 𝑦

| sin𝜑|𝑒−(𝑊 −𝑦)/𝑙| sin𝜑|

+
𝑊

∫
𝑦

d𝑦′

𝑙𝑒𝑒| sin𝜑|
̃𝑙eff(𝑦′)𝑒−(𝑦′−𝑦)/𝑙 sin𝜑.

(A­21b)

从式 (A­21)中可以看出有效平均自由程的物理意义为，电子自上一次扩散散射
起运动到状态 (𝑦, 𝜑) 所经过的距离。式 (A­21a) 右端第一项考虑了在 0 和 𝑦 间
的任意一点 𝑦′ 处刚刚经历过散射的电子的运动距离。指数因子给出了粒子在不

经历任何额外散射时由 𝑦′ 变为状态 (𝑦, 𝜑)的概率，该过程中电子的运动距离为
(𝑦 − 𝑦′)/ sin𝜑。需要注意的是，电子在 𝑦′处经历的散射既可以是扩散性质的杂质

散射，也可以是 e­e散射。对于后者，e­e散射前的路径需要单独考虑，这对应
于右端最后一项。右端第二项代表经历了刚刚经历过边界漫反射的电子的贡献。

对 Boltzmann方程解的这种诠释由 Chambers最先给出。上述推导过程也表明该
方法在考虑 e­e散射的 Boltzmann方程中仍然适用。然而，此时求解途径也更加
复杂，式 (A­21)和式 (A­17)必须同时求解。
此前，Movshovitz和Wiser已经通过计算至多连续经历一次 e­e散射情形下

电子的有效平均自由程的方式，估算过 e­e 散射对（三维）薄膜和导体线电阻
率的影响。利用这种方法（文献 11对此作了集中阐述）可以获得 Knudsen相区
𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑊 , 𝑙𝑏内的合理结果。在我们的理论框架内，通过微扰求解式 (A­21)可以
更方便地处理这一问题，即只将式 (A­21)的前两项代入第三项。可以证明这一
方法与文献 11的处理方法是等价的。
在附录 B中我们采用微扰方法分析了完全漫反射边界（此时 𝑝 = 0）下二维

导体线的问题。这里，我们将列出主要的结果。在 𝑙𝑏 ≫ 𝑊 的极限下，忽略 e­e
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散射时的电导率（见式 (A­19)）为

𝐿eff = 2𝑊
𝜋 [ln(

𝑙𝑏
𝑊 ) + ln 2 + 1

2 − 𝛾] , (A­22)

这里 𝛾 为欧拉常数（见附录 B）。此时，电导率正比于通道宽度，而与平均自由
程之间则是对数依赖关系。微扰解使得我们可以计算 e­e散射影响给电导率带来
的一阶修正。在 𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑙𝑏 ≫ 𝑊 的情况下，我们得到

𝛥𝐿eff = −2𝑊 𝑙𝑏
𝜋𝑙𝑒𝑒

. (A­23)

我们指出，e­e散射的引入将使得电导率降低，此即 Knudsen效应。从式 (A­22)
和 (A­23)可见，𝑙𝑏/𝑊 越大，这一效应越显著。先前关于该相区的计算给出：对

于厚度为𝑊 的三维薄膜有 𝛥𝐿eff = −3
4𝑊 𝑙𝑏/𝑙𝑒𝑒，而对于直径为𝑊 的三维导体线

有 𝛥𝐿eff ∼ (−𝑊 2/𝑙𝑒𝑒) ln(𝑙𝑒𝑒/𝑊 )。
在相反的相区极限 𝑙𝑏 ≪ 𝑊 下，边界散射对电导率的影响变得微乎其微。根

据附录 B的分析，我们得到

𝐿eff = 𝑙𝑏 −
4𝑙2

𝑏
3𝜋𝑊 . (A­24)

漫反射边界对体相电导率只有微小的负修正。在 𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑊 ≫ 𝑙𝑏 的情况下 e­e散
射带来的一阶修正为

𝛥𝐿eff =
4𝑙3

𝑏
15𝜋𝑊 𝑙𝑒𝑒

. (A­25)

显然，此时 e­e散射总是使得电导率增大，对此我们可以这样理解：由于 e­e散射
不影响体相电导率，因此它只能改变由式 (A­24)右端第二项代表的边界散射所
致负修正。e­e散射会削弱这一负修正，这可以解释为一种 Gurzhi效应。作为对
照，我们再次给出三维情形下的结果：对于薄膜有 𝛥𝐿eff = 6

35 (
9
8 − ln 2) 𝑙4

𝑏 /𝑊 2𝑙𝑒𝑒

（这可以通过文献 11的结果计算得到），而对于导体线有 𝛥𝐿eff ∼ 𝑙3
𝑏 /𝑊 𝑙𝑒𝑒。

从上述计算结果中可以看到，e­e散射给电导率带来的一阶修正在不同相区
极限下呈现出相反的行为。随之而来的问题便是，𝛥𝐿eff 是如何从小 𝑙𝑏/𝑊 下的

正值过渡到大 𝑙𝑏/𝑊 下的负值的。我们期待当 𝑙𝑏 > 𝑊 时会呈现对电导率的负修

正。为了证实上述期望，我们计算了在 𝑙𝑏/𝑊 全相区内 e­e散射对电导率的修正
值，计算细节放在了附录 B中。计算结果如图 A­5所示，图中显示了忽略 e­e散
射时的电导率 𝐿eff 以及 e­e散射带来的一阶修正 𝛥𝐿eff 相对值关于 𝑙𝑏/𝑊 的变化
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图 A­5 图中为忽略 e­e散射时的电导率 𝐿eff 以及 e­e散射带来的一阶修正 𝛥𝐿eff 关于

体相 e­i散射平均自由程 𝑙𝑏 的变化曲线。图示结果适用于带有完全漫反射边界（𝑝 = 0）
的二维导体线，曲线依照式 (A­39)和 (A­42)绘出。

曲线。从修正前电导率的变化中，我们可以观察到从体相行为（式 (A­24)）到对
数依赖性（式 (A­22)）的过渡。e­e散射对电导率的一阶修正呈现由正值到负值
的变化。我们发现 Knudsen效应只存在于 𝑙𝑏 ≳ 1.3𝑊 的范围内。

上述结果只在 e­e散射率很低的相区有效。为了与实验结果对比，我们必须
获得式 (A­16)在 𝑙𝑒𝑒不高于 𝑙𝑏, 𝑊 的相区内的解。除此之外，我们还需要考虑任

意镜面反射系数 𝑝(𝜑)下的边界条件 (A­14a)。将式 (A­16)变换为积分方程的形
式并对 𝜑进行积分，我们得到

̃𝑙eff(𝑦) = ̃𝑙(0)
eff (𝑦) +

𝑊

∫
0

d𝑦′𝐺(𝑦, 𝑦′) ̃𝑙eff(𝑦′), (A­26)

̃𝑙(0)
eff (𝑦) = 𝑙 − 2𝑙

𝜋

𝜋/2

∫
0

d𝜑 cos2 𝜑 × [1 − 𝑝(𝜑)][𝑒−𝑦/𝑙 sin𝜑 + 𝑒−(𝑊 −𝑦)/ sin𝜑]
1 − 𝑝(𝜑)𝑒−𝑊 /𝑙 sin𝜑 , (A­27)

𝐺 (𝑦, 𝑦′) = 2
𝜋𝑙𝑒𝑒

𝜋/2

∫
0

d𝜑cos
2 𝜑

sin𝜑

{
𝑒−|𝑦−𝑦′|/𝑙 sin𝜑 + 𝑝(𝜑)[𝑒−(𝑦+𝑦′)/𝑙 sin𝜑 + 𝑒−(2𝑊 −𝑦−𝑦′)/𝑙 sin𝜑]

1 − 𝑝(𝜑)𝑒−𝑊 /𝑙 sin𝜑 }
.

(A­28)

以上方程式我们估算任意 𝑙𝑒𝑒, 𝑙𝑏, 𝑊 , 𝑝取值下的电导率的关键。实际上， ̃𝑙(0)
eff 项

就是 Boltzmann方程 Fuchs解的二维等价物。式 (26)右端第二项是考虑了 e­e散
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射修正的经典的电子传播子函数。需要注意的是，附录 B中叙述的微扰方法等
价于近似 ̃𝑙eff = (1 + 𝐺) ̃𝑙(0)

eff。然而，对于 𝑙𝑒𝑒 更大的情形
①，式 (A­26) 必须根据

(1 − 𝐺) ̃𝑙eff = ̃𝑙(0)
eff 进行自洽求解。我们可以通过离散 𝑦轴来对此进行数值求解，这

样式 (A­26)便退化为了一个矩阵方程。这样我们便能充分发挥计算资源的作用，
尽可能精确地计算得到 ̃𝑙eff的近似解。我们在计算中使用了至少 400个网格点来
获得足够的精度。

图 A­6 图中为在不同的体相 e­i散射平均自由程 𝑙𝑏 下，带有完全漫反射边界（𝑝 = 0）
的导体线的电导率 𝐿eff关于 e­e散射平均自由程 𝑙𝑒𝑒 的变化曲线。

图 A­6显示了在不同的体相 e­i散射平均自由程 𝑙𝑏下，带有完全漫反射边界

（𝑝 = 0）的导体线的电导率 𝐿eff 关于 e­e散射平均自由程 𝑙𝑒𝑒 的变化曲线。对于

较宽的导体线（𝑙𝑏/𝑊 = 0.2），电导率在 𝑙𝑒𝑒/𝑊 的整个变化范围内几乎维持常数。

在 𝑙𝑏/𝑊 = 0.5, 1的情形，𝐿eff随着 𝑙𝑒𝑒的减小单调上升，也就是 Gurzhi效应。只
有当通道宽度小于平均自由程（𝑙𝑏/𝑊 = 2, 5, 10）时，才能从计算结果中同时观
察到 Knudsen相区与 Gurzhi相区：随着 𝑙𝑒𝑒的减小，𝐿eff先减小后增大。电导率

的 Knudsen极小值发生在 𝑙𝑒𝑒 ≃ 𝑊 附近。显然，Knudsen效应与 Gurzhi效应对
电导率的影响在比例 𝑙𝑏/𝑊 更大时更为显著。我们进一步指出，当 e­e散射率较
大（𝑙𝑒𝑒 → 0）时，电导率将趋于饱和值即体相电导率（𝐿eff → 𝑙𝑏），这反映出该

相区内边界影响逐渐减弱直至消失。

现在让我们更仔细地考察边界散射的影响。图 A­7给出了不同的常镜面反
射系数 𝑝下，𝑙𝑏/𝑊 = 5的导体线的电导率曲线。可以看到，电导率随着边界散射
扩散性的减弱而增加。除此之外，我们发现当 𝑝 < 1时 Knudsen效应和 Gurzhi效

① 译者注：此处叙述疑有误，似应为 𝑙𝑒𝑒 更小的情形。
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图 A­7 图中为在不同的镜面反射系数 𝑝下，平均自由程 𝑙𝑏 = 5𝑊 的导体线的电导率关

于 e­e散射平均自由程 𝑙𝑒𝑒的变化曲线。小图中显示了（电阻率的）Knudsen极大值处电
导率的相对变化（这对应于电导率的极小值）。

图 A­8 图中为在常镜面反射系数（点线）和角度相关情形（实线，具体表达式见式

(A­13)）下，电导率 𝐿eff 关于 𝑙𝑒𝑒 的变化曲线对比。为了得到忽略 e­e散射时近似相等
的电导率，这里的参数选取分别为（对应于自上而下的曲线）𝑝 = 0.895, 0.87, 0.845和
𝛼 = 0.6, 0.7, 0.8。体相 e­i散射平均自由程为 𝑙𝑏 = 5.5𝑊。
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图 A­9 图中为导体线内部的电子流动速度剖面，这显示了流动从 Knud­
sen 相区过渡到 Gurzhi 相区的过程。具体而言，上图给出了 𝑙𝑒𝑒/𝑊 =
100(×), 1(△), 0.1(+), 0.01(2), 0.001(3) 条件下约化漂移速度 ̃𝑙eff(𝑦) 与横向坐标 𝑦
之间的关系。小图给出了电导率 𝐿eff 随 e­e 散射平均自由程 𝑙𝑒𝑒 的变化曲线，里边的
符号代表对应流动剖面的电导率的值。上述结果针对的是体相 e­i 散射平均自由程
𝑙𝑏 = 5.5𝑊 及角度相关边界散射参数 𝛼 = 0.7的情形。

应同时存在。如果边界处是完全镜面反射（𝑝 = 1），则忽略 e­e散射可得𝐿eff = 𝑙𝑏。

实际上，镜面边界散射的情形与忽略了 e­e散射效应的体相情形是等价的。容易
验证 ̃𝑙eff(𝑦) = 𝑙𝑏恰是式 (A­26)在 𝑝 = 1情形下的解。Knudsen极大值处电导率的
相对变化 𝛥𝐿eff/𝐿eff（对应于 𝑙𝑒𝑒 = ∞）见图 A­7的小图。当边界散射的扩散性减
弱时，电导率的上述变化将会减弱。

正如上文已经提到的，用常镜面反射系数给边界散射建模只是一个近似。

Soffer给出了基于角度相关镜面反射系数 (A­13)的一个更优的描述方法。由于
电导率的水动力学效应来源于 e­e 散射与边界散射的相互作用，可以期待镜面
反射系数对角度的依赖性将影响 Kundsen效应和 Gurzhi效应的幅度。两种边界
模型的比较见图 A­8，其中参数选取的原则为保证忽略 e­e 散射时二者给出相
同的电导率。由图 A­8可以清楚地看到，角度相关的边界散射会导致强得多的
Knudsen效应。这一现象的原因如下。电导率主要由运动方向与轴线近乎平行的
那部分电子贡献。这些电子在掠入射时会撞击到边界，根据 Soffer模型，掠入射
的电子将伴随更高的镜面反射系数。然而，为了使得两个模型在忽略 e­e散射时
导致相同的电导率，Soffer模型中以大入射角入射的电子必须经历更强的扩散，
这显然会增强 Knudsen效应①。

① 译者注：以大入射角入射的电子由于其运动方向与轴线近乎平行因而对电导率贡献较大，而在 Soffer
模型中这部分电子将在边界处经历更强的扩散，亦即增强了边界对电子流动的阻碍作用（见引言部分
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到现在为止，我们仅仅讨论了电导率。实际上，我们还可以从 ̃𝑙eff(𝑦)中获知
导体线内的微观流动过程。由式 (A­18)可知， ̃𝑙eff(𝑦)与漂移速度成正比，因此也
代表了导体线内的流动速度剖面。图 A­9给出了 𝑙𝑏 = 5.5𝑊、𝛼 = 0.7条件下不
同 e­e散射平均自由程对应的速度剖面。忽略 e­e散射时，漂移速度关于 𝑦几乎
为一常数。随着 e­e散射率的逐渐增大，导体截面的流动速度剖面由于 Knudsen
效应而逐渐下移：偶然的 e­e散射过程使得平行于轴线运动的电子撞向边界，由
此减小了漂移速度从而减小了电导率。然而，对于 𝑙𝑒𝑒继续减小的情形，流动速

度剖面呈现出明显的弯曲。这表明，近壁处的电子由于扩散性边界散射的作用，

比导体线中部的电子经受了更强的摩擦。流动速度剖面的这一变化最终导致电

导率随着 e­e散射率的增加而增加，也就是 Gurzhi效应。随着 𝑙𝑒𝑒的进一步减小，

这一行为愈发显著，而流动速度剖面也逐渐接近经典的层流 Poiseuille流动。不
过对于更小的 𝑙𝑒𝑒，流动最终将受到体相 e­i散射的限制，如图 A­9中的曲线所
示。导体线中部的电子将以体相值的漂移速度运动，而近壁处的漂移速度将减

为零。

在这一节中，我们讨论了同时存在扩散性 e­i散射和非阻性 e­e散射的导体
线中的各类可能流动现象。在下一节中，我们将展示如何用上述理论上的预言

解释我们的实验现象。

5实验与理论的对比
利用前几节的理论我们已经至少可以定性地解释在实验中观察到的 Kund­

sen效应和 Gurzhi效应（如第 II节所述），因此这里我们希望进行一个更加定性
的比较。需要注意的是，我们从实验中得到的是 d𝑉 /d𝐼 关于 𝐼 的变化曲线，而
理论结果给出的则是 𝐿eff与 𝑙𝑏, 𝑙𝑒𝑒, 𝑊 的函数关系。

实验中测得的样品电阻𝑅的主要贡献有二。其一，是导体线的电阻本身。如
文献 36所示，作为一个足够好的近似，这与 Drude电阻和 Sharvin接触电阻是
相等的。其二，是由在 Ohmic接触和导体线入口之间的无约束区域内的二维电
子气带来的 𝑅0（见图 A­1的小图）。需要注意的是，在一个理想的四探头测量
实验中，Ohmic接触需要与导体线的入口足够接近，以至于这一部分贡献为零。
在我们的样品中，Ohmic接触与导体线之间的典型距离在 200 𝜇m的量级。𝑅0的

实际值可能随着导体线或者晶格温度的不同而不同。从先前的实验中，我们可

的讨论），亦即增强了 Knudsen效应。
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以估算出 𝑅0 ≈ 60 − 90 𝛺。这样，我们就获得了电阻的表达式

𝑅 = 𝑅0 + ℎ𝜋
2𝑒2𝑘𝐹 𝑊

+ 𝐿
𝑊 𝜎 , (A­29)

其中的第二项为 Sharvin电阻，第三项为 Drude电阻。电导率 𝜎 由式 (A­19)给
出。各个导体线的 𝐿, 𝑊 , 𝑛, 𝑙𝑏 值已在图表 A­2中给出。由于静电损耗的原因，
导体线的实际宽度𝑊 比栅极结构的蚀刻宽度略小。对于导体线样品 I，我们取
𝑊 = 3.5 𝜇m；而对于导体线样品 II和 III，我们取𝑊 = 3.6 𝜇m。
我们可以通过以下三个步骤将理论上 𝐿eff随 𝑙𝑒𝑒的变化曲线变换到𝑅 ∼ 𝐼 曲

线的形式。首先，利用式 (A­3)可以给出电子温度 𝑇𝑒随 𝐼 的变化曲线。接着，应
用式 (A­4)可得 𝑙𝑒𝑒(𝑇𝑒)的函数关系。最后，由 Boltzmann方程理论能够得出在给
定 𝑙𝑒𝑒 下 𝐿eff（从而 𝜎）的值，进而可由式 (A­29)得到电阻的表达式。这里的情
况有点微妙，因为电导率 𝜎 的结果已在式 (A­3) 里面应用过。对此，我们可以
采取两种办法：其一，是忽略式 (A­4)对 𝜎 的依赖性，只采用 𝐼 = 0时的取值；
其二，也是我们这里所采用的，则是利用数值手段求得 𝜎和 𝑙𝑒𝑒的自洽值。实际

上，这一处理只是轻微地移动了 𝐼 轴。从 𝑅 ∼ 𝐼 的曲线中，我们可以推得微分
电阻 d𝑉 /d𝐼 ∼ 𝐼 的关系。需要提到的是，由于式 (A­4)的近似特征，我们确实需
要对 𝐼 轴进行一定的移动。而正因式 (A­4) 适用性的这种局限，我们只能处理
|𝐼| < 20𝜇A的相区。考虑到我们仅需给 Knudsen相区和 Gurzhi相区建模，因此
上述处理已经足够。注意，我们并没有考虑如图 A­3和图 A­4所示的大电流情
形下晶格加热导致的耗散行为。

在图 A­10中，我们将上述分析应用在了 𝑇 = 1.8 K下导体线样品 II的微分
电阻计算上。实验曲线由图 A­4中最低温度的一支经放大得到。理论曲线针对
不同的边界散射参数且对应于图 A­8（其中 𝑙𝑏 = 5.5𝑊）。需要强调的是，𝑅0并

没有包含在上述理论曲线中，因为该量的精确值是未知的。这也适用于这里所

有的比较。显然，常镜面反射系数下的数值结果中的 Knudsen及 Gurzhi行为都
太过微弱。两种效应可以通过减小 𝑝得到增强，但同时这也将使 𝐼 = 0处的电阻
增大到不合理的值。角度相关的边界散射（见式 (A­13)）将导致同实验更为相符
的结果。这样，我们的实验便清楚地表明了 Soffer模型在刻画用分离式栅极标
定的导体线的边界散射时的有效性。我们发现，最佳的拟合参数为 𝛼 = 0.7。在
𝐼 = 0处，电阻的理论结果同实验结果相差了 83 𝛺，这也处于 𝑅0的合理范围之

内。

我们也将相同的分析方式应用到了 𝑇 = 1.5 K下导体线样品 I的结果中。正
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图 A­10 导体线 II 的微分电阻 d𝑉 /d𝐼 关于电流 𝐼 变化曲线。最上方的曲线是在 𝑇 =
1.8 K条件下的实验结果，而其他的曲线则是在不同边界散射系数时求得的理论解。点
划线是利用常镜面反射系数 𝑝 = 0.845, 0.87, 0.895的结果（自上而下）；实线对应于角
度相关边界散射 𝛼 = 0.8, 0.7, 0.6的结果。与实验符合得最好的结果对应于 𝛼 = 0.7（加
粗曲线）。

如此前说明的那样，由于其 𝑙𝑏/𝑊 = 3.5的比值较低，这时 Knudsen效应的幅度
远小于导体线样品 II和 III。这正是我们在理论计算中所发现的。理论与实验的
对照已在图 A­3的小图中给出。我们发现，对于导体线样品 I，𝛼 = 0.6将给出最
佳的拟合结果。

利用对比拟合得到的 𝛼 值，可以得到用栅极标定的导体线边界的方均根粗
糙度约为 𝛿 ≈ 2.5 nm，且约 80%的边界散射为镜面反射。这与此前在用栅极标
定的二维电子气系统中做的磁阻以及电子聚焦实验的结果是一致的。注意，对

于用作电子水动力学流动实验材料的钾导体线中，其边界散射的扩散性要强得

多，其 𝛼值约为 25。
最后，我们来考察当晶格温度升高时的电阻行为。图 A­4给出了导体线样

品 II 和 III 在 𝑇 = 1.8, 3.5, 4.5 K 下的实验曲线。晶格温度的变化不仅会对式
(A­3)造成影响，还会改变体相的平均自由程 𝑙𝑏，这也包括一些 e­p散射。由此，
三种不同温度下 𝐼 = 0处电阻的差异正来源于 𝑙𝑏 及 𝑙𝑒𝑒 的变化，二者均会随着

晶格温度的增加而使得电阻值增大。𝑙𝑒𝑒 减少带来的 Knudsen效应部分修正已经
考虑在了 𝐼 = 0 下的 d𝑉 /d𝐼 值之中。从温度依赖的迁移率测量中，我们得到
𝑇 = 3.1 K时 𝑙𝑏 = 18.5 𝜇m，而 𝑇 = 4.5 K时 𝑙𝑏 = 17.1 𝜇m。注意，在应用式 (A­3)
对 𝑇 = 3.1, 4.5 K作理论分析时，我们稍稍超出了该式的适用范围。图 A­4展示
了 𝛼 = 0.7下理论与实验的对比结果。对于导体线样品 II和 III，理论曲线无论在
形状还是幅度上都与实验结果十分相近。实际上，我们也能够发现 Knudsen效
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应随着晶格温度升高而减弱。然而，我们的确发现实验结果的不同曲线之间还

有一定的额外偏离，这可能是由于 𝑅0存在一定的温度依赖性。

6讨论与结论
我们的实验明确地给出了电子输运过程中 Knudsen相区与 Gurzhi相区的存

在性。这些相区的存在早在二十世纪六十年代就已经被预言。尽管电子水动力

学流动的部分特性已经在钾导体线中观察到，但也正是 (Al,Ga)As异质结构的高
迁移率以及纳米蚀刻技术的采用使得对 Knudsen到 Gurzhi相区转变完整过程的
观察成为了可能。可以看到电流加热技术充当了一个关键的工具，利用它可以

在不改变其他类型散射强度时，单独改变 e­e散射的散射率。由于点接触温度计
的使用，我们得以获得不同电流下导体线内的电子温度。尽管电子的水动力学

流动在很多年前便已经被预言，但能够在我们的实验材料中实际观察到如此显

著的现象仍然是十分难以置信的。

我们基于 Boltzmann 输运方程发展了一套理论。由于体相 e­i 散射的引入，
该理论较气体流动相比要更为复杂。先前的大多数理论工作都只在特定的流动

相区极限内适用，而我们的方法则具有更大的普适性。我们能够给出全流动相

区内的电导率的值，即对于导体线宽度、e­e散射平均自由程以及体相 e­i散射
平均自由程等参数的任意值均有效。需要指出的是，我们的 Boltzmann方法中包
含有两个重要的简化。其一是，我们假设了 e­e散射的各向同性，而非二维电子
气中应该出现的小角度散射。其二是，我们应用了 Callaway提出的简化形式的
e­e散射项，它只考虑了总动量的守恒。现在，我们还没有看到 Boltzmann方程
的这样一种解法，它既能够处理更符合真实情况的散射项，又能适用于全输运

相区。然而，我们的方法已经表明，阻性的 e­i散射、部分扩散的边界散射以及
非阻性的 e­e散射的结合将会导致相当复杂的流动行为。
我们给出了 Boltzmann 理论结果同实验结果的定量比较，因为电子温度和

由此得到的导体线内 e­e 散射的平均自由程均能通过实验测量得到。从结果来
看，二者符合得相当好。这证明，尽管做了一定的简化，我们的 Boltzmann理论
仍然抓住了实验中较为关键的物理特征。我们的结果表明，描述角度相关的边

界散射的 Soffer模型与常镜面反射系数模型相比，更适合于描述用栅极标定的
导体线的边界散射。除了镜面反射系数的确定外，我们的比较只依赖于实验结

果而不含其他的任何拟合。

对电子的水动力学流动开展进一步的实验将是非常有意义的。值得进一步

研究的领域包括扩散性更强的边界散射的影响（如利用反应离子蚀刻或离子暴
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露方法形成的导体线）以及磁场的应用。这里的理论分析可以很直接地推广到

三维系统中来描述从 Knudsen流到 Gurzhi的转变。
7附录 A
这一节附录将给出式 (A­16)的推导过程。将 e­i散射 (A­9)与 e­e散射 (A­11)

的表达式代入 Boltzmann方程 (A­7)中，可得

−𝑒𝐸𝑣𝐹 cos𝜑 + 𝑣𝐹 sin𝜑∂𝜒(𝑦, 𝜑)
∂𝑦 = − 𝜒(𝑦, 𝜑)

𝜏 + 1
𝜏

2𝜋

∫
0

d𝜑′

2𝜋 𝜒(𝑦, 𝜑′)

+ 1
𝜏𝑒𝑒

2𝜋

∫
0

d𝜑′

𝜋 cos(𝜑 − 𝜑′)𝜒(𝑦, 𝜑′).

(A­30)

这里，𝜏−1 = 𝜏−1
𝑏 + 𝜏−1

𝑒𝑒 。对于定常情形，漂移速度在 𝑦方向的分量为零，即

2𝜋

∫
0

d𝜑
𝜋 sin𝜑 𝜒(𝑦, 𝜑) = 0. (A­31)

这样，式 (A­30)最后一项中的 cos(𝜑 − 𝜑′)便可以替换为 cos𝜑 cos𝜑′。将代表参

数化的式 (A­15)代入式 (A­30)，有

− cos𝜑 + cos𝜑 sin𝜑∂𝑙eff(𝑦, 𝜑)
∂𝑦 = − cos𝜑 𝑙eff(𝑦, 𝜑)

𝑙 + 1
𝑙

2𝜋

∫
0

d𝜑′

2𝜋 cos𝜑′ 𝑙eff(𝑦, 𝜑′)

+ cos𝜑
𝑙𝑒𝑒

2𝜋

∫
0

d𝜑′

𝜋 cos2 𝜑′ 𝑙eff(𝑦, 𝜑′).

(A­32)
通过对式 (A­32)的分析可知，𝑙eff(𝑦, 𝜑)与 𝑙eff(𝑦, 𝜋 − 𝜑)满足同一个方程。除此之
外，二者的边界条件 (A­14)也是相同的。考虑到上述对称性，我们有

𝑙eff(𝑦, 𝜑) = 𝑙eff(𝑦, 𝜋 − 𝜑). (A­33)

结合式 (A­15)，可以得到在任意 𝑦处的密度非平衡部分均为零

2𝜋

∫
0

d𝜑 𝜒(𝑦, 𝜑) = 𝑒𝐸
2𝜋

∫
0

d𝜑 cos𝜑 𝑙eff(𝑦, 𝜑) = 0. (A­34)
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因此，式 (A­32)右端第二项退化为零。这一结论对于式 (A­9), (A­11)和 (A­14)
同样成立。这样，由式 (A­32)便可推得正文中的微分积分方程 (A­16)。
8附录 B
这一节附录将给出第 IV节部分结果的推导过程。我们研究了带有完全漫反

射边界（𝑝 = 0）的导体线的电导率以及 e­e散射对它的一阶修正。在式 (A­21)
两边乘以 cos2 𝜑并对 𝜑积分，可以得到

̃𝑙eff(𝑦) = 𝑙 − 2𝑙
𝜋

𝜋/2

∫
0

d𝜑 cos2 𝜑 [𝑒−𝑦/𝑙 sin𝜑 + 𝑒−(𝑊 −𝑦)/𝑙 sin𝜑]

+ 2
𝜋𝑙𝑒𝑒

𝑊

∫
0

d𝑦′
𝜋/2

∫
0

d𝜑cos
2 𝜑

sin𝜑 𝑒−|𝑦−𝑦′|/𝑙 sin𝜑 × ̃𝑙eff(𝑦′).

(A­35)

在小 e­e散射率极限下（𝑙𝑒𝑒 ≫ 𝑙𝑏, 𝑊），我们可以利用微扰法求解式 (A­35)。将
式 (A­35)右端前两项代入其第三项并对 𝑦积分，可以得到电导率的如下表达式
（参考式 (A­19)）

𝐿eff = 𝑙 − 4𝑙2

𝜋𝑊 𝐼 (
𝑙

𝑊 ) + 𝑙2

𝑙𝑒𝑒
− 8𝑙3

𝜋𝑙𝑒𝑒𝑊 𝐼 (
𝑙

𝑊 ) + 8𝑙3

𝜋2𝑙𝑒𝑒𝑊
𝐾 (

𝑙
𝑊 ) , (A­36)

𝐼(𝜆) =
1

∫
0

d𝑢 𝑢√1 − 𝑢2 (1 − 𝑒−1/𝜆𝑢) , (A­37)

𝐾(𝜆) =
1

∫
0

d𝑢 𝑢√1 − 𝑢2

1

∫
0

d𝑣 𝑣√1 − 𝑣2 × [
1 − 𝑒−1/𝜆𝑢−1/𝜆𝑣

𝑢 + 𝑣 + 𝑒−1/𝜆𝑢 − 𝑒−1/𝜆𝑣

𝑢 − 𝑣 ] .

(A­38)

在忽略 e­e散射的条件下（𝑙𝑒𝑒 = ∞），电导率可由下式给出

𝐿eff = 𝑙𝑏 −
4𝑙2

𝑏
𝜋𝑊 𝐼 (

𝑙𝑏
𝑊 ) . (A­39)

欲计算 e­e散射带来的一阶修正，可以从式 (A­36)中减掉式 (A­39)，并作一
阶近似展开 𝑙 = 𝑙𝑏 − 𝑙2

𝑏 /𝑙𝑒𝑒。我们能够解析地估计出两个极限下的结果。对于非常

宽的导体线（𝑙𝑏 ≪ 𝑊），应用以下结果，可以给出式 (A­24)和 (A­25)。

lim
𝜆→0

𝐼(𝜆) = 1
3, (A­40a)
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lim
𝜆→0

𝐾(𝜆) = 𝜋
30, (A­40b)

在相反的相区即导体线非常窄的情形（𝑙𝑏 ≫ 𝑊），积分 (A­37)和 (A­38)要更为
复杂。利用下述级数展开的结果，可以推得式 (A­22)和 (A­23)。

lim
𝜆→∞

𝐼(𝜆) = 𝜋
4𝜆 − 1

2𝜆2 (ln 2𝜆 + 1
2 − 𝛾) + 𝑂 (𝜆−3) , (A­41a)

lim
𝜆→∞

𝐾(𝜆) = 𝜋2

8𝜆 − 1
2𝜆2 (ln 2𝜆 + 1

2 − 𝛾) + 𝑂 (𝜆−3) , (A­41b)

这里 𝛾 ≃ 0.577为 Euler常数。
对于两个相区之间的 e­e散射一阶修正，可以通过从式 (A­36)中减掉式 (A­

39)的方式估算：

𝛥𝐿eff = 𝑙𝑏
𝑙𝑒𝑒 [

8𝑙2
𝑏

𝜋2𝑊
𝐾 (

𝑙𝑏
𝑊 ) − 4𝑙𝑏

𝜋 𝐽 (
𝑙𝑏
𝑊 )]

, (A­42)

𝐼(𝜆) =
1

∫
0

d𝑢√1 − 𝑢2𝑒−1/𝜆𝑢. (A­43)

通过对 𝐼, 𝐽 , 𝐾 的数值积分，可以得到图 A­5中的曲线。

书面翻译对应的原文索引
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附录 B 已 (可)发表论文或发明专利

平面运动刚体两类瞬心轨迹之间关系的探讨

摘要：首先阐述了刚体运动的列阵­矩阵描述方法，然后在阐明刚体瞬心及
两类瞬心轨迹等概念的基础上，经过简洁的数学推演，给出了平面运动刚体的

动瞬心轨迹与定瞬心轨迹在固定坐标系中投影的运动方程。通过分析二者的运

动方程，证明了结论：平面运动刚体任一时刻的动瞬心轨迹在定瞬心轨迹上作

纯滚动，接触点即为刚体在该时刻的瞬心固连点。然后通过一个具体算例展示

了瞬心轨迹运动方程的求解方法，并讨论了运动方程的物理意义。最后还对一

般运动刚体的情形进行了简要讨论。

关键词：刚体，平面运动，瞬心轨迹，纯滚动，坐标方法

1引言
与刚体固连而瞬时速度为零的点称为刚体在该时刻的瞬时速度中心，简称

瞬心。如果某瞬时刚体的瞬心存在，则该时刻所有瞬心将构成三维欧氏空间中

的一条直线，这条直线称为刚体在该时刻的瞬时转轴。

对于平面运动刚体的情况，由于平行于该刚体运动平面的任一截面上的刚

体固连点即可代表该刚体的运动，且此时瞬时转轴一定存在，这时“瞬心”一词

特指瞬时转轴与上述给定截面的交点。给定一个参考系（称为固定参考系），则

定义在固定参考系中观察瞬心运动得到的轨迹为定瞬心轨迹，在与刚体相固连

的固连参考系中观察其运动得到的轨迹为动瞬心轨迹。

对于平面运动刚体两类瞬心轨迹之间的关系，许多理论力学教材将其作为

结论直接给出 [1]。文献 [2]采用了自然坐标系，利用矢量分析的方法给出了上
述关系的严格证明。笔者采用刚体运动在笛卡尔坐标系下的列阵­矩阵表述，利
用简洁的代数方法导出了该关系，供读者参考。

为行文的简洁明确起见，约定函数 𝑓(𝑡, 𝜏)（𝑡, 𝜏 相互独立）的偏导数记号如
下：

̇𝑓 (𝑡, 𝜏) ≡ ∂𝑓(𝑡, 𝜏)
∂𝑡 , 𝑓 ′(𝑡, 𝜏) ≡ ∂𝑓(𝑡, 𝜏)

∂𝜏 .
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2两类瞬心轨迹运动方程的导出
2.1刚体固连点运动的描述
首先阐述刚体固连点运动的列阵­矩阵描述方法。任取一个相对于固定参考

系静止的点 𝑂0作为原点建立固定坐标系 𝑂0𝑋0𝑌0𝑍0，任取刚体一固连点 𝑂作为
基点建立固连坐标系 𝑂𝑥𝑦𝑧 以及相对固定坐标系为平移变换关系的平动坐标系
𝑂𝑋𝑌 𝑍。现任取一刚体固连点 𝑃，设 𝑹为 𝑃 相对 𝑂0的位矢，𝑹𝑂 为 𝑂相对 𝑂0

的位矢，𝒓为 𝑃 相对 𝑂的位矢（如图 B­1所示）。并记 𝑨为由固定坐标系到固连
坐标系的方向余弦矩阵，𝑹、𝑹𝑂 分别为 𝑹、𝑹𝑂 在固定坐标系中的列阵，𝒓为 𝒓
在平动坐标系中的列阵，𝝆为 𝒓在固连坐标系中的列阵，则 𝒓 = 𝑨𝝆。

图 B­1 坐标系基矢及相对位矢示意图

于是，在 𝑡时刻有

𝑹(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝒓(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆(𝑡).

注意到点 𝑃 是刚体固连点，因此位矢 𝒓在固连坐标系 𝑂𝑥𝑦𝑧中的列阵 𝝆为常列
阵，即 𝝆̇(𝑡) ≡ 0。从而有

𝑹̇(𝑡) = 𝑹̇𝑂(𝑡) + 𝑨̇(𝑡)𝝆(𝑡) = 𝑹̇𝑂(𝑡) + 𝜴(𝑡)𝒓(𝑡). (B­1)

其中，

𝜴(𝑡) ≡ 𝑨̇(𝑡)𝑨−1(𝑡) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦

𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥

−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

为刚体角速度张量在固定坐标系中的投影矩阵。这样，(B­1)式就给出了刚体上
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任意一点在固定坐标系中的速度，即该点的绝对速度。

2.2瞬心概念辨析与瞬心几何点坐标的导出
通常情况下，我们在使用“𝑡0 时刻的瞬心”这种提法时会有两种不同的含

义：一是指在 𝑡0时刻瞬时速度为零的刚体固连点，它始终与刚体相固连；二是特

指该固连点在 𝑡0 时刻所在的空间位置，它是不与刚体相固连的空间几何点，而

只是在 𝑡0 时刻与该时刻的瞬心固连点相重合。为避免混淆，本文在表达前一种

语义时将其表述为“某时刻的瞬心固连点”，在表达后一种语义时则将其表述为

“某时刻的瞬心几何点”。特别地，在瞬心轨迹的定义里提到的瞬心指的就是瞬

心几何点，也就是说瞬心轨迹实际上是针对瞬心几何点而定义的概念。

令点 𝑃 为刚体在 𝑡0时刻的瞬心固连点，则它应该满足在 𝑡0时刻的瞬时速度

为零的条件。在 (B­1)式中令 𝑹̇(𝑡) = 0，有

𝜴(𝑡)𝒓(𝑡) = −𝑹̇𝑂(𝑡). (B­2)

对于平面运动刚体的情况，上式退化为给定截面（不妨设为 𝑂0𝑋0𝑌0平面）上的

平面向量式，其中

𝜴(𝑡) =
(

0 −𝜔𝑧

𝜔𝑧 0 )
.

当 𝝎(𝑡0) = 𝜔𝑧𝒆𝑧 ≠ 𝟎时，𝜴(𝑡)的行列式为

|𝜴(𝑡0)| = 𝜔2
𝑧 ≠ 0,

此时式 (B­2)存在唯一解

𝒓(𝑡0) = −𝜴−1(𝑡0)𝑹̇𝑂(𝑡0). (B­3)

注意到 𝑨−1(𝑡0) ∈ SO(2)，故

|𝑨̇(𝑡0)| = |𝜴(𝑡0)|
|𝑨−1(𝑡0)|

≠ 0.

由式 (B­3)有

𝑹(𝑡0) = 𝑹𝑂(𝑡0) − 𝜴−1(𝑡0)𝑹̇𝑂(𝑡0). (B­4)

𝝆(𝑡0) = −[𝑨̇(𝑡0)]−1𝑹̇𝑂(𝑡0). (B­5)
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式 (B­4)和式 (B­5)分别给出了刚体在 𝑡0 时刻的瞬心 𝑃 的位矢 𝑹在固定坐
标系中以及位矢 𝒓在固连坐标系中的投影列阵。
为了与前面用于刻画包括瞬心固连点在内的刚体固连点的记号加以区分，本

文后面将刚体在 𝜏 时刻的瞬心几何点记为 𝐶，并设 𝑹̃(𝜏) 为 𝐶 相对 𝑂0 的位矢，

̃𝒓(𝜏)为 𝐶 相对 𝑂的位矢，𝑹̃(𝜏)为 𝑹̃(𝜏)在固定坐标系的列阵， ̃𝒓(𝜏)为 ̃𝒓(𝜏)在平
动坐标系中的列阵，𝝆̃(𝜏)为 ̃𝒓(𝜏)在固连坐标系中的列阵。这样，由式 (B­4)和式
(B­5)可得到

𝑹(𝜏) = 𝑹𝑂(𝜏) − 𝜴−1(𝜏)𝑹′
𝑂(𝜏). (B­6)

𝝆(𝜏) = −[𝑨′(𝜏)]−1𝑹′
𝑂(𝜏). (B­7)

式 (B­6)和式 (B­7)分别给出了任意 𝜏 时刻的瞬心几何点 𝐶 的位矢 𝑹̃(𝜏)在
固定坐标系中以及位矢 ̃𝒓(𝜏)在固连坐标系中的投影列阵，亦即 𝜏 时刻的瞬心几
何点坐标。

2.3两类瞬心轨迹的概念辨析
按照 2.2节中的描述，刚体的瞬心几何点是指某时刻在固定参考系中瞬时速

度为零的刚体固连点在该时刻所在的空间位置。一般情况下，不同时刻的瞬心

几何点并不一定对应于同一个刚体固连点，因此它们在固连参考系中将形成一

条曲线，称为动瞬心轨迹。类似地，不同时刻的瞬心几何点在固定参考系形成的

曲线称为定瞬心轨迹。形象地说，瞬心轨迹中蕴含了瞬心运动的全部历程。

从上述定义中，可以看出动瞬心轨迹与定瞬心轨迹之间的两点差异：

(1) 两条曲线的形成过程不同：前者是在固定参考系中观察得到的，而后者则
是在固连参考系中观察得到的。我们指出，“在某参考系中观察某点的运

动”用数学语言描述就是作以该参考系的任意固连点为始点、以被观察点

为终点的位矢 𝒙并考察其形成的曲线 𝒙(𝜏)。例如，由于点 𝑂相对固连参考
系静止，因此在固连参考系中观察上述点 𝑃 的运动，即为曲线 𝒓(𝜏)。同理，
定瞬心轨迹就是位矢 𝑹̃（它的始点 𝑂0 相对固定参考系静止）随时间变化

形成的曲线 𝑹̃(𝜏)，动瞬心轨迹就是位矢 ̃𝒓（它的始点 𝑂相对固连参考系静
止）随时间变化形成的曲线 ̃𝒓(𝜏)，这样也就给出了两类瞬心轨迹的数学定
义。

(2) 两条曲线的运动状态不同：由上述对两种瞬心轨迹形成过程的分析中可以
认识到，瞬心轨迹实际上就是三维欧氏空间中按照给定方式生成的曲线。

这里“按照给定方式生成”指的是通过在某参考系中观察瞬心几何点变化
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轨迹的方式给出曲线，这显然蕴含了这种曲线在生成它的参考系中是静止

的。具体地说，定瞬心轨迹相对于固定参考系静止，而动瞬心轨迹则相对

固连参考系静止。特别地，动瞬心轨迹上的瞬心几何点与瞬心固连点在任

意时刻向固连坐标系的投影均重合。

考察式 (B­6)和式 (B­7)可知，定瞬心轨迹 𝑹̃(𝜏)是空间中一条确定的曲线，
它由刚体在各个时刻的瞬心几何点构成，曲线上参数 𝜏 = 𝜏0 的点就是刚体上作

为 𝜏0时刻瞬心的那个固连点；整条曲线 𝑹̃(𝜏)在固定参考系中静止，即它在任意
时刻 𝑡向固定坐标系得到的投影曲线是相同的。因此式 (B­6)中 𝑹̃(𝜏)的表达式
实际上给出了定瞬心轨迹在任意时刻 𝑡向固定坐标系投影的参数方程。同理，式
(B­7)则给出了动瞬心轨迹在任意时刻 𝑡向固连坐标系投影的参数方程。
2.4瞬心轨迹在固定坐标系中投影的运动方程
需要说明的是，由于固定坐标系相对固定参考系静止，因此将曲线在不同

时刻向固定坐标系投影得到的投影运动方程，实际上就代表了该曲线在固定参

考系中的运动方程。

两类瞬心轨迹均是空间中以某种形式运动着的曲线，而曲线在空间中的运

动则是一个二维的问题：时间是一个维度，需要设置参数（称为时间参数）用于

指明是哪个时刻的曲线，在瞬心轨迹这一问题中具体指在哪个时刻将曲线（即

瞬心轨迹上所有点的全体）向给定坐标系投影；曲线本身又是一个一维结构，需

要设置参数（称为位形参数）来区分在同一时刻投影得到的曲线上的各点。这

实际上就是拓扑学概念——同伦的一个具体例子 [3]。
可以看到，式 (B­6)和式 (B­7)中的参数 𝜏就是位形参数。以式 (B­7)为例进

行说明。在任一时刻 𝑡将动瞬心轨迹 ̃𝒓(𝜏)向固定坐标系中投影得到其投影曲线，
可以通过给出参数 𝜏 的值来区分曲线上的各点。例如，若给出 𝜏 = 𝜏0，便可知道

该点就是 𝜏0 时刻的瞬心固连点。因此，下面我们将着重于设置时间参数 𝑡用来
指明在 𝑡时刻将曲线向对应坐标系投影。
对于定瞬心轨迹，如前面 2.3小节末尾所述，由于定瞬心轨迹 𝑹̃(𝜏)在固定

参考系中静止，它在固定坐标系中的投影不随时间变化，因此在任意时刻 𝑡将定
瞬心轨迹投影到固定坐标系中，得到的投影参数方程形式与式 (B­6)相同，即有

𝑹̃r(𝑡, 𝜏) = 𝑹𝑂(𝜏) − 𝜴−1(𝜏)𝑹′
𝑂(𝜏). (B­8)

其中，下标 r表示定瞬心轨迹的投影曲线。
对于动瞬心轨迹 ̃𝒓(𝜏)，与上面类似，由于它在固连参考系中静止，它在固连
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坐标系中的投影不随时间变化，因此在任意时刻 𝑡将动瞬心轨迹投影到固连坐标
系中，得到的形式均与 (B­7)式相同，即有

𝝆̃
b
(𝑡, 𝜏) = −[𝑨′(𝜏)]−1𝑹′

𝑂(𝜏). (B­9)

其中，下标 b表示动瞬心轨迹的投影曲线。结合固定坐标系和固连坐标系在 𝑡时
刻的坐标转换关系（注意，这里包含牵连项 𝑹𝑂(𝑡)）

𝑹(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆(𝑡),

进而可由式 (B­9)得到动瞬心轨迹在 𝑡时刻向固定坐标系投影的参数方程，即有

𝑹̃b(𝑡, 𝜏) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆̃
b
(𝑡, 𝜏)

= 𝑹𝑂(𝑡) − 𝑨(𝑡)[𝑨′(𝜏)]−1𝑹′
𝑂(𝜏). (B­10)

在给定参考系下，式 (B­9)和 (B­10)给出了两类瞬心轨迹在固定坐标系中投
影的运动方程。具体地说，𝑹̃r(𝑡, 𝜏)（或 𝑹̃b(𝑡, 𝜏)）是指定（动）瞬心轨迹上 𝜏 时
刻的瞬心几何点在 𝑡时刻向固定坐标系投影的坐标值。
下面以式 (B­10)为例，通过考察 𝑹̃b(𝑡, 𝜏)的 𝜏 曲线和 𝑡曲线来说明两个参数

的物理意义。𝑡为时间参数，将 𝑡 = 𝑡0固定得到的 𝜏 曲线是动瞬心轨迹在 𝑡0时刻

向固定坐标系中投影形成的曲线；𝜏 为位形参数，将 𝜏 = 𝜏0固定得到的 𝑡曲线代
表了动瞬心轨迹上 𝜏0时刻的瞬心几何点在固定坐标系中投影的运动。

3两类瞬心轨迹的运动规律
3.1瞬心轨迹的几何特征
由式 (B­9)和式 (B­10)，可以得出如下结论：

(1) 动瞬心轨迹投影的形状不随时间变化；
(2) 两类瞬心轨迹在同一时刻 𝑡0的 𝜏 曲线相切，切点为位形参数 𝜏 = 𝑡0对应的

点；

(3) 动瞬心轨迹上位形参数为 𝜏0的 𝑡曲线在 𝑡 = 𝜏0处沿 𝑡方向的方向导数为 0。
现证明如下：

(1) 式 (B­10)表明，动瞬心轨迹在任意两个时刻只相差一个刚性运动。由于刚
性运动不改变确定投影曲线形状的特征量（弧长、曲率、挠率），这就证明

了结论。
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(2) 只需证明 ∀𝑡，有

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑹̃r(𝑡, 𝑡) = 𝑹̃b(𝑡, 𝑡)

𝑹̃′
r (𝑡, 𝜏)|𝜏=𝑡

= 𝑹̃′
b(𝑡, 𝜏)|𝜏=𝑡

.

前式显然。对于后式，有：

𝑹̃′
r (𝑡, 𝜏)|𝜏=𝑡

=𝑹′
𝑂(𝜏)|𝜏=𝑡

− d
d𝜏 {𝑨(𝜏)[𝑨′(𝜏)]−1𝑹′

𝑂(𝜏)}|𝜏=𝑡

= − 𝑨(𝑡) d
d𝜏 {[𝑨′(𝜏)]−1𝑹′

𝑂(𝜏)}|𝜏=𝑡

=𝑹̃′
b(𝑡, 𝜏)|𝜏=𝑡

.

(3) 即证 ∀𝜏，有

̇𝑹̃b(𝑡, 𝜏)|𝑡=𝜏
= 0.

将式 (B­10)代入即得证。事实上，由瞬心的定义也可得知该式的合理性。
3.2瞬心轨迹的运动规律
结论 (1)表明，动瞬心轨迹与定瞬心轨迹均具有刚体的特征，即形状不随时

间变化。再结合结论 (2)和结论 (3)可以得到：作平面运动的刚体，它在任一时刻
的动瞬心轨迹相对于定瞬心轨迹的运动是纯滚动，接触点即为动瞬心轨迹（亦

即刚体）在该时刻的瞬心。

事实上，从运动学的角度来看，两个刚体的相对运动是纯滚动，其充要条件

是二者在接触点处相切且在接触点位置的相对速度为零。结论 (2)说明，任一时
刻 𝑡0，平面运动刚体的动瞬心轨迹与定瞬心轨迹相切，切点即为该时刻的瞬心

固连点；结论 (3)则说明，动瞬心轨迹上位形参数为 𝜏0 的点在 𝜏0 时刻的速度为

零，取 𝜏0 = 𝑡0即得 𝑡0时刻两类瞬心轨迹在切点处的相对速度为零。

4算例分析
一架长为 2𝑙的梯子斜倚在与地面垂直的墙上，梯子中点到墙角连线与水平

向右的方向成角设为 𝜃。如图 B­2建立平面笛卡尔坐标系 𝑂0𝑋0𝑌0和 𝑂𝑥𝑦。为讨
论问题的简便起见，我们设角 𝜃随时间的变化规律为 𝜃 = 𝜔𝑡 (𝜔 > 0)。
4.1建立刚体固连点的运动方程
任取梯子的一个固连点 𝑃，设它对 𝑂 的位矢 𝒓 在固连坐标系中的列阵为
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图 B­2 斜梯算例示意图

𝝆(𝑡) ≡ 𝝆。依次计算得到

𝑨(𝑡) =
(

cos𝜔𝑡 sin𝜔𝑡
− sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡)

,

𝜴(𝑡) = 𝑨̇(𝑡)𝑨−1(𝑡) = 𝜔
(

0 1
−1 0)

. (B­11)

从而可得固连点 𝑃 的运动方程

𝑹(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝒓(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆 (B­12)

其中，𝑹𝑂(𝑡) = 𝑙(cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡)T。另外，从式 (B­12)中也可以得出 𝝎 = −𝜔𝒆𝑧 ≠ 𝟎，
这与梯子作顺时针旋转的事实相符。

4.2计算 𝑡0时刻瞬心几何点的坐标

不妨设固连点 𝑃 为刚体在 𝑡0时刻的瞬心固连点。在式中令 𝑹̇(𝑡) = 0可解出

𝑹(𝑡0) = 2𝑙(cos𝜔𝑡0, sin𝜔𝑡0)T,

𝝆(𝑡0) = 2𝑙(cos 2𝜔𝑡0, sin 2𝜔𝑡0)T.

由上面两式，一方面我们可以获得 𝑡0时刻的瞬心固连点 𝑃 的运动方程

𝝆(𝑡) = 2𝑙(cos 2𝜔𝑡0, sin 2𝜔𝑡0)T,

𝑹(𝑡) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆(𝑡0)

= 2𝑙 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)(cos𝜔𝑡0, sin𝜔𝑡0)T. (B­13)
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另一方面，也可由式 (B­6)和式 (B­7)得出任意 𝜏 时刻瞬心几何点坐标为

𝑹̃(𝜏) = 2𝑙(cos𝜔𝜏, sin𝜔𝜏)T,

𝝆̃(𝜏) = 2𝑙(cos 2𝜔𝜏, sin 2𝜔𝜏)T.

4.3瞬心轨迹运动方程的导出与有关讨论
利用前面已求得的任意 𝜏时刻的瞬心几何点坐标，与式 (B­8) ∼ (B­10)类似，

可得

𝑹̃r(𝑡, 𝜏) = 2𝑙(cos𝜔𝜏, sin𝜔𝜏)T, (B­14)

𝝆̃
b
(𝑡, 𝜏) = 2𝑙(cos 2𝜔𝜏, sin 2𝜔𝜏)T,

𝑹̃b(𝑡, 𝜏) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡)𝝆̃
b
(𝑡, 𝜏)

= 2𝑙 cos𝜔(𝑡 − 𝜏)(cos𝜔𝜏, sin𝜔𝜏)T. (B­15)

式 (B­14)和式 (B­15)分别给出了梯子的定瞬心轨迹与动瞬心轨迹的运动方
程。下面我们分别具体解释这两式的意义。

1. 𝑹̃r(𝑡, 𝜏)是以 2𝑙为半径的 1/4圆弧，圆弧上坐标 𝜏 = 𝜏0 的点是梯子在 𝜏0 时

刻的瞬心几何点在固定坐标系中的投影。从式 (B­14)中可以看到，圆弧在
固定坐标系中的位置不随时间 𝑡而变化，这表明定瞬心轨迹在固定参考系
中静止。

2. 𝑹̃b(𝑡, 𝜏)是与梯子相固连的以梯子为直径的半圆，半圆上坐标 (𝑡, 𝜏) = (𝑡0, 𝜏0)
的点是 𝜏 时刻的瞬心固连点在 𝑡时刻向固定坐标系的投影。
当取定 𝑡 = 𝑡0时，该式描述了动瞬心轨迹在 𝑡0时刻向固定坐标系的投影。结

合上面的结果可知，梯子的动瞬心轨迹是与梯子相固连的半圆。

当取定 𝜏 = 𝜏0时，由式 (B­15)可得

𝑹̃b(𝑡, 𝜏0) = 𝑹𝑂(𝑡) + 𝑨(𝑡) ̃𝝆
b
(𝑡, 𝜏0) = 2𝑙 cos𝜔(𝑡 − 𝜏0)(cos𝜔𝜏0, sin𝜔𝜏0)T. (B­16)

该式描述了 𝜏0时刻的瞬心固连点在固定坐标系中投影的运动。式 (B­16)与
式 (B­13)无论在形式还是在物理意义上都别无二致。由上式可知，该固连点始
终位于 (cos𝜔𝜏0, sin𝜔𝜏0)T 这一方向，并在 𝑡 = 𝜏0 这一时刻运动至半径为 2𝑙的圆
周（即定瞬心轨迹）上，这也表明该固连点就是 𝜏0时刻的瞬心固连点。

容易验证结论 (2)、(3)均适合本算例，因此两类瞬心轨迹之间的相对运动为
纯滚动，这也符合我们的物理直观。
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5一般运动刚体情形的讨论
最后简要讨论一下一般运动刚体（𝝎 ≠ 𝟎）的瞬心分布及其运动规律。由于

此时𝜴(𝑡)为奇数阶反称矩阵，故 |𝜴(𝑡)| = 0；又 𝝎 = 𝜔𝑥𝒆𝑥 + 𝜔𝑦𝒆𝑦 + 𝜔𝑧𝒆𝑧 ≠ 𝟎，容
易知道 rank (𝜴(𝒕)) = 2。故 𝜴(𝑡)像空间的维数为 2，此时式 (B­2)作为关于位矢
𝒓的线性方程组可能无解。
在式 (B­2)有解的情况下（如刚体作定点运动的情形），解空间的维数为 1。

也就是说，此时刚体的瞬心构成了三维欧氏空间中的一条直线，亦即引言中提

到的瞬时转轴。

在刚体运动过程中，这条瞬时转轴将形成一张直纹曲面，此时的瞬心轨迹

实际上意味着这张直纹曲面，瞬心轨迹的运动就是空间曲面的运动。可以预见，

这是两类瞬心轨迹（即两张直纹曲面）之间的关系将只具有局部意义，且将涉及

古典微分几何中曲面论的内容，此处权当启发而不予更多讨论。

6小结
本文采用笛卡尔坐标系下的列阵­矩阵语言给出了平面运动刚体的动瞬心轨

迹与定瞬心轨迹的运动方程，并根据运动方程阐释了两类瞬心轨迹的几何特征

与物理意义，进而证明了结论：平面运动刚体在任一时刻的动瞬心轨迹在定瞬

心轨迹上作纯滚动，接触点即为动瞬心轨迹在该时刻的瞬心固连点。然后通过

一个具体算例展示了瞬心几何点坐标及瞬心轨迹运动方程的求解方法，并讨论

了运动方程的物理意义。最后还简要讨论了一般运动刚体的情形。

论文对应的原文索引
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